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GENERALIZACIÓN DE LA INTEGRAL DE ORDEN 
ORDINARIO A ORDEN FRACCIONARIO

GENERALIZATION OF THE COMPREHENSIVE ORDINARY ORDER TO
FRACTIONAL ORDER

1 Jhony Chávez Delgado, * 1 2Luis Méndez Avalos,3 Luis Chávez Delgado

RESUMEN

El propósito de este artículo es demostrar la generalización de la integral de orden entero de Newton - Leibniz al operador 
de integración de orden fraccionario de Riemann-Liouville sobre un intervalo cerrado. En tal sentido, se presenta la 
teoría básica de las diversas aproximaciones de la integral de orden ordinario, el uso de la función gamma y la fórmula de 
Cauchy; los cuales sirven de base para llegar a la definición del operador de integración fraccionario, a partir de la n- 
ésima integral iterado ordinario de una función definida recursivamente. Luego, se hace las demostraciones y 
ejemplificaciones de la linealidad del operador integral fraccionario, y las proposiciones de este operador fraccionario 
aplicado a la función potencia y logarítmica.

Palabras claves: Integral de una potencial, integral de un logaritmo, integración fraccionaria.

ABSTRACT

It is the purpose, through this article, to demónstrate the generalization of the whole integral of Newton - Leibniz to the 
fractional order integration operator of Riemann-Liouville over a closed interval. In this sense, the basic theory of the 
different approximations of the integral of ordinary order, the use of the gamma function and the Cauchy formula are 
presented, which serve as the basis to arrive at the definition of the fractional integration operator from the n -th ordinary 
iterated integral of a recursively defined function. Then, the demonstrations and exemplifications of the linearity of the 
fractional integral operator, and the propositions of this fractional operator applied to the power and logarithmic fúnction 
aremade.

Keywords: Integral of apotential, integral of a logarithm, fractional integration.

INTRODUCCIÓN
En el estudio del cálculo integral, los estudiantes 
universitarios de ciencias e ingeniería solucionan 
operadores integrales I f , I2f, I3f, I4f,... de las funciones 
potencial y logarítmica, etc.; algunos, adicionalmente, 
reflexionan sobre si es necesario que el orden de la 
integral sea un número entero. Por ejemplo, se 
cuestionan sobre por qué los operadores de integración 
de la función logarítmica y potencia no han de ser 
11/2 f, 11/3 f ... Preguntas que se responden en el presente 
artículo.

El cálculo de la derivada y la integral de Newton - 
Leibniz como rama del análisis matemático, a través 
del tiempo, ha sido estudiado por reconocidos

matemáticos, quienes han contribuido al desarrollo de 
lo que hoy conocemos como cálculo fraccionario y que 
tiene interés en las órdenes de los operadores de 
derivación e integración. Entre ellos destacamos a 
Euler (1738), Liouville (1832) y Riemann (1876). Así 
mismo, Bertram (1975); Miller y Ross (1993); Samko, 
Kilbas y Marichev (1993); Bonilla, Kilbas y Trujillo 
(2003); Arafet, Domínguez y Chang (2008); Santanu 
(2011).

Uno de los propósitos de este artículo es establecer la 
generalización de la integral de orden ordinario de 
Newton-Leibniz a orden fraccionario de Riemann- 
Liouville, utilizando como base la función gamma y la 
fórmula de Cauchy para llegar a definir la integral
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fraccionaría. Además, se pretende demostrar que existe 
más de una manera de calcular la integral entera a orden 
fraccionario, usando un operador de integración.

Asimismo, la generalización de la integral de orden 
ordinario a orden fraccionario se justifica, debido 
principalmente a la gran importancia para el desarrollo 
del cálculo fraccionario; pues con la integral también 
se explicaría el uso de la derivada de orden fraccional.
A pesar de la gran cantidad de publicaciones en este 
campo, aún se necesita formalizar y ordenar los 
conceptos, proposiciones y ejemplificaciones de la 
integral fraccionaria, para hacerla más atractiva y de 
fácil acceso a los investigadores de otras ciencias puras 
y aplicadas como Matemática, Física, Química, 
Biología, Economía...

Este artículo se enmarca en el campo de la integral 
fraccionaria y pretende ser una introducción al estudio 
de la derivación fraccionaria y a las ecuaciones 
diferenciales ordinarias de orden fraccionario asociado 
al operador de Riemann -Liouville y sus aplicaciones a 
la dinámica de una esfera inmersa en un fluido viscoso 
in co m p re n sib le . P ro ceso s  o sc ila to r io s  con 
amortiguación fraccionaria (Kilbas y Trujillo, 2003). 
Así como también, la ingeniería de control y el 
procesamiento de señales (Ortigueira, 2011).

Euler (1738) introdujo la función Gamma en el siglo 
XVIII. La interpretación más simple que podemos dar 
de esta función es que constituye la generalización de 
la factorial de todo número real, aunque el argumento 
de esta sea en general un número complejo. Sirvió de 
base para llegar a la definición de la integral 
fraccionaria.

Definición (función Euleriana)
Sea 0>JC. A la función integralF definida por:

r(jc)=Jo+0° e ‘tx ldt
, se le denomina función Gamma de Euler.

Propiedades de la función Gamma de Euler

Sea X > 0 ,  entonces se verifica que
(a) r ( x  + 1 ) =  x T ( x )  , x  > 0
(b) Si x es un entero no negativo, entonces

r(x +  l)  =  x!
(c) Si x es un entero positivo, entonces

r(*  +  1/2 )  =  w  •
Bell (1968), y Levedev (1972).

Definición (función beta)
Sea X > 0 e > 0  .A la fruición integral B definida por:

B(x,y) = ∫_0̂1〖t̂(x-1) 〖(1-t)〗 (̂y-1) 〗dt
se le denomina función Beta. Chaudhry & Zubair (2002).

Propiedades de la función Beta
Sea X > 0 e y  >  0 ,  entonces se verifica que

(a) B ( x , y )  =  r(x)r(y)/r(x+y)

(b) B ( x , y )  = B ( y , x )

Tabla 1. Valores de la función Gamma.______
 ,

r(x) = ∫_0̂(+∞) ê(-t) t̂ (x-1) dt,〗  x>0

X
r (x)

1/2           √π

3/2 1/2√π
4/3 0,8930...
3/4 1,2254...
7/6 0,9277...
11/6 0,9407...

Fuente: Elaboración propia.

Definición (función digamma)

La derivada logarítmica de la función Gamma se 
denomina la función digamma y se define por:

Xj, ( ¿ )  = T 2± ál z > o 
r o o

También se conoce como la función psi (y/) o de Euler. 
Chaudhry & Zubair (2002)

Propiedades de la función digamma

(a) yr(z + \) = yf{z) + -
z

, z  >  0

(b) <Ki)=r'(i) = - r , donde
Y = 0,577215664901532860606512090.

es llamada la constante de Euler.
(c) Si a  > — 1 y p  > — 1, entonces

r(z) = / o T Í r dz = »KP + 1) -  + 1).
Chaudhry & Zubair (2002).
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Tabla 2: Valores de la Función Digamma_________

yz(x) = ^ ^  , JC>0
m ____________________________

¥(X) =  - y

y/{n + \) = - y  + \ + ]- + \  + --- + - {n  = Q,\XX-) 2 3 n

¥

¥

¥

¥

v 2 y

' O

v 3 y

' O

v 4 y

v 3 y

= - y - 2 \ ñ 2

n  3
= - y  ¡ = - - J n 3

l S  2

= - y -  — ~  3 1 n 2  
2

, n  3= - y  + — ¡= —  ln 3  
2 ^ 3  2

Fuente: Chaudhry & Zubair(2002) 

MÉTODOS

En nuestro artículo es considerado material de estudio el 
operador lineal de integración aplicada a una función real 
f  sobre un intervalo finito [a, b ] : Sea a £ R+. La 
integración fraccionaria de orden a de una función f E 
L1 [a; b ] , está dada por el operador lineal:

aI x f ( x) = ^ - r \ \ x - t) / ( O * .  a < x < b ,  a >  0.T(a)Ja

El método usado es axiomático-deductivo, el mismo 
que permite establecer un conjunto de reglas de 
razonamiento, de enunciados y postulados a partir de 
los cuales, y por reglas de inferencia del sistema, se 
derivan otros enunciados o proposiciones (Guárdales, 
2004).

RESULTADOS

(a) arxXf{x)=XJaxm
(b) X i m + g{x))=ar j { x ) +ai axg{x)
(c) Sea ax , a2 E R + y fe L1 [a, b]

Entone » .I? 'I? ñ x y= .I? .I? ñ x )

se cumple casi para todo x  e  [a , b ] . Bonilla, Kilbas 
y Trujillo (2003)

Operador de Integración de orden fraccionario de 
una función potencial

Si f ( x ) = (x ~  aY , J 3 > 0 , x > a , a > 0  entonces 

ar ( x - á ) p = F(-^  +  1) (jc -  a Y +p
a x r(«r + /? + l)
Miller & Ross (1993)

Operador de Integración de orden fraccionario de 

una función logarítmica

Si / (x) =  ln (x  -  a)  tal que x >  a, a  > O entonces 

a1* ln(x -  a) = ^  ^  íln(x - a ) - y -  y/(a + 1)]r(a + l)
Miller & Ross (1993)

DISCUSIÓN

La matemática en tanto ciencia eidética o formal 
—como dice Bunge—  utiliza el método deductivo; es 
decir, mediante deducciones lógicas obtiene verdades 
o afirmaciones a partir de axiomas previamente 
formuladas.
El método deductivo es utilizado para justificar 
matemáticamente las condiciones suficientes de las 
propiedades de la integral de orden ordinario a orden 
fraccionario y el método inductivo es para contrastar el 
funcionamiento de dichas condiciones, utilizando 
ejemplos conocidos.

Operador de integración de orden fraccionario

Sea a  E R + y f  una función integrable en L1 [a; b]. 
Entonces V xe[a ;6 ]

a/ ; / ( x )  =  - L - ¡ \ x - s y - ' f w d s
r ( a )  Ja

Bonilla, Kilbas y Trujillo (2003)

Lineaiidad del operador de integración de orden 
fraccionario

S eay  una función integrable en fe L1 [a, b]. Luego, para 
a < x < b y  a ER+ tenemos:

Operador de Integración del orden fraccionario 
Proposición (Fórmula de Cauchy. A)

Sea n G N y fe L^a, b] .La n-ésima integral está dado 
por:

ainx f ( x ) = ,  \ \ x - t ) n {f ( t ) d t , t  > a,neN
T(n)  Ja

(1-1)
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Demostración

Sea fe L1 [a, b] .Definimos para xe [a,b] la función f  
con límite de integración inferior a=0

04 / w = j ‘/ ( 0 *

Para dos integrales se tiene:

o í /(* )  = £  £  /(O  dt dx, (1.2)

y por el teorema de Fubini, podemos intercambiar el 
orden de integración en la integral doble (1.2):

o í / W  =  J o f / ( O í M ¿

o í / ( * ) = t V ( 0 k ]  dt•»u t

o I l f ( x )  = ^ f ( t ) [ x - t \d t

Ahora consideremos tres integrales:

o l l ñ x )  = [ [ 1¡ * m d t d x 2dx1

0llf(x) = \J o1[ 1f(t)dx2dtdxl

o í  / (* )  = £  £  / ( o f 1 dx 2 dt dx,

o í / o o = j X  / ( o k í  ^  

o í / w = £  £  / ( o h  - í ] * * !
y cambiando el orden de integración como se muestra 
se tiene:

o í /(* )  = £ £ / ( 0 h  -  t]dx1 d t ;

d t ;

O - í / W  =  / ( 0 f  [*1- ' ] * !  <*

o - f ] / W = f / ( 0

o43/ W = T^ J ' / ( 0 [ ^ - í ] s d<

De lo anterior se deduce que para 4 integrales se obtiene:

^ m = T b & m [ x ~>7íát

(*1 - t f  
2

Q-Q2
2

y para n integral

o í / t o  = £  f  £  •••£1 /(*)<* ¿Vi dxn_2.,.dx2 dx,
se tiene la fórmula:

o í / W  = £ (^ -0 " ”7 ( 0 ^  ¿ > a-neNr(«)
Además como el límite inferior de la integral es arbitrario 
entonces se obtiene:

. / . " / ( i )  =  > a,n € Nr («)Ja
Supongamos que para n=k se cumple (1.1):

r(A:) Ja
Entonces se tiene para n=k+l:

.  r f ‘/ W  = f J ¡ T  r  (■> -  r)‘-'A r)d rd si r</) a
Por el teorema de Fubini

U L

= r g o / / ( s - r)k' ldsf(r)dr

1 r . 
=  f « J  — i — /C r)d r

aplicando las propiedades de la función Gamma se 
obtiene:

=  1 f t( t — r)kf ( r ) d rT(k+l)Ja v d j \ j

La ecuación (1.1) es conocida como la fórmula de 
Cauchy, y puede extenderse para cualquier a  £  1 + , en 
la siguiente definición:

Definición (Operador de integración de orden 
fraccionaria Riemann-Liouville).
Sea a £ R+. El operador de integración de orden

fraccionario, denotado poraI “ , es del tipo Riemann- 
Liouville de orden a de una función /  EL1 [a; b] si

J i m = - i - [ ( x - s r ' r m  , a i x ^ br(a)Ja

Linealidad del operador de integración de orden 
fraccionario:

Proposición (Linealidad del operador de integración de 
orden fraccionario)
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Sea / l e R y  a  e  R + • Si existe el operador de

integración aI x f  (x ) y a / * g ( x ) ,  entonces se 
cumplen las siguientes propiedades:

i  . ai “ ( f + g ) ( x > ai : ñ x ) + ai : g ( x )
V f, g e  L1 [a, b] ;

2 .a/ ; i / ( x )  =  A  J “f ( x )  V / E i , [ a , b] y

V  A g  R .

Demostración

x- j aA f + * x * ) = -  t r ~ \ f + ^ x o *r(a)
« w + * x * ) = -  t y - ' f ( s ) d s  r(«)

+ —í—  f  (x  -  t y ~ l g ( s )  ds  r(ar) Jx
Por lo tanto

j : ( f + g ) ( ^ x ñ x ) +x g ( X)

2. aI ax ¿ f ( x )  = - ^ - J ( x - t y - A f ( s ) d s  
T ( a )  Ja

j : A f ( x )  = a  }  \ \ x - t y 1 f { s ) d sr («)Ja
Por lo tanto
ai ; ¿ f ( x )  = A  J Z f í x )  V  A G R

Ejemplo (Operador de integral de orden fraccionaria). 
De la definición de Riemann-Liouville calcular la 
integral fraccionaria de orden a  = 1/2, en la función 
cuya regla de correspondencia es f  (x ) =  1.

Solución
Por definición (Integral fraccionaria) se tiene:

ay j 2K x )  1

J " \  1) =  :

- \ X x - s r 2- ' A s ) d sr (i/2) J«
1 \X( x - s y l/2( l )ds

J ar(i/2)
Haciendo cambio de variable:

U =  X ~ S ,

y realizando operaciones tenemos: 
S =  X - U

S  —> X  = >  U —» 0

s —> a => u —> x — a 
ds = -du

(1.3)

(1.4)

Reemplazando (1.3) en (1.4) y usando la tab la l 
se obtiene:

aí /20) =
1 rO
. - í  u v\-du).

4 n  Jx~a

rl/2

(1) = 7 = I\ ¡ n J0

- 1/2du-

j r a ) = y [ 2 u ' ' > t ‘

Ia x

7U

(1) =  ~r= (x  — a ) 1
-Jtt

Operador de Integración de orden fraccionario 
de una función potencial:
Proposición (Integral del potencial del operador 
fraccionario).
Si f  (x ) = (x — a Y , j3 > 0 ,  x > a entonces

B / “ (x -aY = r ( ^  +  1) (x  - ay +p (!-5)° * r(« + /? + i)
Demostración
Por definición (Integral fraccionaria) se tiene:

J A x - a Y  = ^ - \ \ x - Sy - \ s - a Y d s  fl.fi)
T ( a )  Ja

Con la sustitución s  = a + t{x  — a) de donde se tiene: 
s  — a = t ( x  — a)  
x  — s  =  (x  — a ) (  1 — í)
Si  s  —> x  => t  —» 1 
Si  s  —> a  => t  —> O 
ds  =  (x  — a)d t  

Reemplazando (1.7) en (1.6) se tiene:

aY (x-aY  [(x-a)(l- t ) fA[t{x-a)f (x-d)dt
r ( a ) J0

J aA*~aY =
1

rxa)

(1.7)

r*Jo
(£+!)-!/

\£Z-1 dt

(1 - t)a- \x -a )a-1 {x-ay{x-a) dt

a I ax ( x - a Y  = (X~ a)a+P f1 (1 -  i)
ax r(a)

Luego por la definición de la función Beta se obtiene: 

arx {x -  a Y  = (* ~ g)°+* B(fi  +1 ,« )r(«)
Teniendo en cuenta la propiedad de la función Beta (a)

r(/7 + i)r(ar) seobtiene.B(j3 + l , a ) .

J “( x - a Y  =

T(J3 + 1  +  « )
(x  -  ay +p r ( j3  +  i)r(<x) 

r(«) r  (/? + a  + 1)
ai ”( x - ay r(>g + i) 

r(« + p  + 1)
a , ¡2 > 0, x > a

(x  — a ) a+0
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Ejemplo (Operador de Integración de orden fraccionario 
de una función potencial)
Calcular la integral fraccionaria de orden ∞  =  1 /3  y

a = 4 de f ( x ) - ( x - 4 ) 1/2
Solución
De la proposición (Potencial fraccionario)

4 I x (x  -  a )  = r ( β  +  1) (x  -  a ) a+β ,
a x  T ( ∞  +β+1)+ 1)
a , β  > 0 ,  x  > a

r (1/2  + 1)I1/3r (x - 4 ) 1 / 2 r (1/3  + 1/2  + 1) (x — 4)

I 1/3(x  — 4)1/2 = T (3 / 2 )         5/6 4 x   r ( 1 1 / 6 ) ( x - 4 )

Por la propiedad de la Función Gamma y la tablal se 
obtiene:

I1/3(X- 4)1/2 = ( x - 4 ) 5/6

4  x                        2(0,9407...)
Operador de Integración de una función logarítmica 

de orden fraccionario:
Proposición (Integral de orden fraccionario de la función 
logaritmo)
Si f  (x ) =  ln (x  — a)  tal que x > a entonces 

(x - á ) aX H x - a ) :
T ( a  +  1)

[ln(;e- a ) - y - y / ( a  +1)] (1-8)

Demostración
Por la definición de la integral fraccionaria se tiene: 

x  ln(x -  a) = - í - f ( x  -  s)aA ln(í -  á)ds (1.9)
r(«)Ja

haciendo un cambio de variable: 
s = a + t(x — a)

de donde se obtiene: 
s  — a = t{x  — a)  
x  — s  = ( x  — a)(l  — t)
Si  s  —> x  => t  —» 1 
Si  s  —> a  => t  —> O 
ds = ( x  — a )d t  (1-10)

Reemplazando (1.10) en (1.9) se tiene:
X M x - á )  =

f [(x -  a)(l -  /)]“”* ln [í(x -  a)] (x -  a) dt 
T ( a ) Jo

X  ln(x - a )  = (x - a)“ í  ( 1 - 0 “_1 H K x- a ) ]  dt 
r ( a )  Jo

a X  l n ( x  — a) =

Jo ( l - O g l [ l n t  +  l n ( x - a ) ]  dt
T ( a )  Jo

X  H x - a )  = (x a)a l n ( x - a ) [ V l - / ) “_1 dt +
r ( a )  J0

£‘(1- / ) “■* \n td t (1.11)

u - 
u

(1.12)

(1.12) en (1.11)

. ,  , 1  ( x - d ) aln(x -  a) — + - —
r (a)

|°  m“_1 ln(l -  u)(-du)

( x - a ) a fv 
T^a)

desarrollando la primera integral y haciendo cambio de 
variable en la segunda integral de (1.11): u = 1 — t  
tenemos:
t  = 1 — u 
Si  1 
Si  t  -► 0 
dt  = —du  

y reemplazando 
X H x - a )  =

{ x - a ) a
T (a) a

a X  ln(x  -  a) =

—  ln (x - a ) -  — f w“_1 ln ( l - u)du  
a T ( a )  r ( a )

Luego, se sabe que d( \  — ua) = —a u a l du  de donde

ua 'du =  d(y — ua) , y reemplazando en la ecuación 
a

anterior se tiene:
X H x ~ a )  =

ln ( x - a )  + (* ~ a)g f i n ( \ - u ) d ( l - u a) 
r(c r + l) a T ( a )

, integrando por partes: J v d w  = v  w  — J w d v

X X (*-«)=

ix- a)M x X x~ay JO l-ur(a+l) ' ' r(a+l)
arx \n (x -á ) =

X X X  [infx -  á) + ((1 -  u'* ) ln(l -  u)) i,+ f  — —
r (a  + l)L v /0 J° 1 — u

Aplicando la propiedad de la función digamma (c) 
a X  ln (x  — a) =

^ [ l n ( x  - a ) - y -  y / ( a  + 1)]

Ejemplo (Integral del orden fraccionario logarítmica)
1

Calcular la integral fraccionaria de orden a  =  -  
de f  (x ) =  ln (x  — 2)
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Solución
De la proposición (Integral fraccionario del logaritmo) 
se tiene:

aI “ ln(x - á ) = (* ^  [ln(* -  á)  -  y  -  ys(a  +1)]r(er + 1)
I l / 3  l n ( x  -  2 )2 J  x

0 - 2  ) 1 / 3

r ( i / 3  +  i)
Por las propiedades de la función digamma, de la función 
gamma, y las tablas 1 y 2 se obtienen:

ln ( jc  — 2 )  — y  — y/\ ^ +  1

l \ ! 3 ln(jc -  2 )  =2 * x

0 - 2  )1/3
r (4 /3 )

2/ f l n ( * - 2 )  =

in(jc - z y - r -

l n ( x  -  2 )  — y  -
( * ~ 2)1/3
r(4/3)
!/ y 3 l n O - 2 )

f  n  3 0- y -----¡=— ln3 H-------
2 0  2 1/3 y

Q - 2 ) 1/3
(0 ,8930 ...)

l n ( j c  — 2 ) 71 +  3 ln 3 -  3 
2 / 3  2

CONCLUSIONES

El operador de integración de orden fraccionario es 
una generalización de la integral ordinaria.
La propiedad de la integral ordinaria, bajo ciertas 
condiciones, también se cumple en la integral de orden 
fraccionario.
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