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RESUMEN

El proposito de este articulo fue desarrollar un estudio analitico de la generalizacion de la derivada
clasica de Newton-Leibniz al operador lineal de derivacion de orden arbitrario de Riemann-
Liouville sobre un intervalo finito [a, b] en el que se investigo la posibilidad y las consecuencias
de dar valores reales al indice de n- iteraciones de este operador de derivacion. Se empleo el
método deductivo e inductivo en la que se demostrd y ejemplificé el operador derivacion de orden
arbitrario. Como resultado, se generalizé la teoria basica de las diversas iteraciones de la derivada
de orden ordinario, el uso de la funcién Euleriana y la integral de orden arbitrario, la cual fue
base para formular la definicién del operador lineal de derivacion de orden arbitrario a partir de
la n-ésima derivada iterada ordinaria de una funcion f:[a,b] - R que tiene n-ésima derivada
continua en [a, b] y se demostré la linealidad del operador de derivacion de orden arbitrario
ejemplificando las proposiciones de este operador generalizado, aplicado a la funcién potencia 'y
logaritmica. Finalmente, mostraremos  algunas soluciones de las ecuaciones diferenciales
lineales de orden arbitrario con coeficiente constantes asociado a un determinado polinomio
inicial.

Palabras claves: Derivada de orden arbitrario, derivada generalizada de una potencia, derivada
generalizada de un logaritmo, ecuaciones diferenciales de orden arbitrario

ABSTRACT

The purpose of this article is to develop an analytical study of the generalization of the classic
derivative of Newton-Leibniz to the linear operator of arbitrary derivation of Riemann-Liouville
on a finite interval [a, b], which investigates the possibility and the consequences of giving real
values to the index of n-iterations of this derivation operator. In this sense, we present the basic
theory of the various iterations of the ordinary order derivative, the use of the gamma function
and the arbitrary integral, which is the basis for formulating the definition of the linear derivative
operator of arbitrary order. Starting from the n-th iterated ordinary derivative of a function
f: [a,b] = R having n-th continuous derivative in [a, b]. Then, the demonstrations of the linearity
of the derivative operator of arbitrary order are made, and the exemplifications of the propositions
of this generalized operator applied to the power and logarithmic function. Finally we exemplify
some solutions of linear differential equations of arbitrary order with constant coefficient with a
determined initial polynomial.

Keywords: Derivative of arbitrary order, generalized derivative of a power, generalized
derivative of a logarithm, linear differential equations of arbitrary order.
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INTRODUCCION

En el estudio de la derivada clasica, los estudiantes de ciencias e ingenieria, solucionan
operadores diferenciales Df, D?f D3f, D*f, ... de las funciones potencia, logaritmica,
etc., pero algunos, sin embargo, reflexionan sobre si es necesario que el orden de la
derivada sea un nimero no natural, se cuestionan como L’Hopital, en la carta que le dirige
a Leibniz: ;Qué sucederia si los operadores de la derivada de la funcién logaritmica y
potencia fueran D/2f, D2/3f ... ? Pregunta que permite extraer interesantes resultados
en el presente articulo.

A partir de aqui, el calculo de la derivada y la integral de Newton-Leibniz como rama del
analisis matematico, a través del tiempo, ha sido estudiada por reconocidos matematicos
quienes han contribuido al desarrollo de lo que hoy conocemos como derivada de orden
arbitrario o derivada generalizada que tiene interés en las érdenes de los operadores de
derivacion e integracion. Entre ellos, destacamos a Euler (1738), Liouville (1832) &
Riemann (1876). Asi mismo, Bertram (1975), Miller & Ross (1993), Samko, Kilbas &
Marichev (1993), Bonilla, Kilbas & Trujillo (2003), Arafet, Dominguez & Chang (2008),
Santanu (2011).

El propdsito de este articulo es establecer la generalizacion de la derivada clésica de orden
entero de Newton-Leibniz a orden fraccionario de Riemann-Liouville, utilizando como
base la integral arbitraria de Riemann-Liouville. Ademas, demostrar que existe mas de
una manera de calcular la derivada clasica a orden arbitrario, usando un operador lineal
de derivacion.

Este articulo se justifica porque la teoria de la derivada generalizada pretende ser un
campo de acciéon, donde se incluya las ecuaciones diferenciales ordinarias y la
transformada de Laplace de orden fraccionario asociado a la funcion de Miller y Ross, y
sobre todo que estas ecuaciones tienen aplicaciones a la dinamica de una esfera inmersa
en un fluido viscoso incomprensible. Procesos oscilatorios con amortiguacion
fraccionaria de Kilbas & Trujillo (2003). Asi como también, a la ingenieria de control y
procesamiento de sefiales (Ortigueira, 2011).

A pesar de la gran cantidad de publicaciones en este campo, se siente la necesidad de
formalizar y ordenar los conceptos, proposiciones y ejemplificaciones de la derivada
generalizada, para hacerla mas atractiva y de facil acceso a los investigadores de otras
ciencias puras y aplicadas, como: Matematica, Fisica, Quimica, Biologia, Economia, etc.

MARCO TEORICO

Algunas funciones especiales
En esta parte del articulo se recuerdan las definiciones y algunas propiedades bésicas de
ciertas funciones especiales Utiles en el desarrollo de la derivada de orden arbitrario.

Definicion (funcién Euleriana)
Sea x > 0 . Alafuncion integral T:(0,+o0) — R definida por
+00

I'(x) = f e X 1dt

0
, se le denomina funcién gamma de Euler.
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Propiedades de la funcion gamma de Euler
Sea x > 0, entonces, se verifica que:
() Tx+1)=xI'x),x>0
(i) Si x es un entero no negativo, entonces,
F'x+1) =x!
(i) Si x es un entero positivo, entonces,
r(x+1) = GUE

2 22X x|

Bell (1968), y Levedev (1972).

Definicion (Funcion Beta)
Seax > 0 ey > 0.A la funcidn integral B: R*xR* — R definida por:
1

B(x,y) = jtx‘l (1 —t)y~1dt
0
, se le denomina funcién Beta de Euler.
Chaudhry & Zubair (2002).

Propiedades de la funcion Beta de Euler
Seax > 0ey > 0, entonces, se verifica que:

. _IT(r(y)
() B&xY) =10y

(iB(x,y) = B(y, %)

Tabla 1
Valores de la funcion gamma de Euler

+o0
I'(x) = j e 't dt , x>0
0

1
r(z)=va
3 1
r(=)==
0)-1w
I'(—)=1,2254
(5) = 1225
F(S) = 1,1287
6 I
F(7) = 0,9277
? - )
F(g) = 2,6789385 ...
4
F(g) = 0,8930
11
F(?> = 0,9407 ...

Fuente: Elaboracion propia
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Definicion (funcion ¢ de Euler)
La funcion Psi, es la funcion y¥: R — R, definida como:

P(z) = ——F(Z) z>0.

I'(z) dz
También se le conoce como la funcién digamma.
Chaudhry & Zubair (2002).

Propiedades de la funcion Psi
DY@E+1) = Y@ +-,2>0
(ihy(1) =T'(1) = —y, donde
y = 0,577215664901532860606512090 ...

(iii) Sia > =1y B > —1, entonces,

A = B+ D) — (e + D).
Chaudhry & Zubair (2002).

Tabla 2
Valores de la Funcién Psi de Euler

V(@) =r=--T@, z>0

F()d

1 1
Yn+1) = 1+—+~--+H—y ,(n=1,2,3,...)

2
¥(1/5) = —v 22
V() =~y - = Sm3
3 2\/§ %
W(%/3) = \/— —n3
wGu)=—y—5—mﬂ

(1) =—y

Fuente: Chaudhry & Zubair (2002).

Algunos espacios de funciones
Espacio LP([a, b])
Sea p = 1. El espacio de funciones integrables en [a, b], denotado por LP([a,b]), se
define LP([a,b]) =
f: [a,b] - R\fes medible sobre [a, b],

b
f [f(x)|Pdx <
a

Espacio C™([a, b])

Sea m € N. El espacio de funciones continuas en [a, b] , denotado por €™ ([a, b]) se
define: C™([a, b]) := {f: [a,b] » R/f tiene m — ésima derivada continua}

Bowers (2010).
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Integral de orden arbitrario de Riemann-Liouville

Definicién (Integral de orden arbitrario Riemann-Liouville)

Sea a € R*. El operador de integracion de orden arbitrario, denotado por ,I¢ , es del
tipo Riemann-Liouville de orden a de una funcion f € Ll[a;b] si:

(%) = ﬁfx(x —s5)*1f(s)ds(a<x<b)

Propiedades de la integral de orden arbitrario Riemann Liouville
(i) Sea f una funcion tales que f(x) = (x — a)¥,
B>1,a>0yx > a, entonces, se verifica que:

r')
Oy — 2\B-1 — _ \at+p-1
(ii) Sea f una funcién tales que f(x) = In(x —a),x > a, entonces, se verifica que:

alg(n(x—a)) =
(x—a)“

m[ln(x— a) —y—y(a+1)]

Miller & Ross (1993).

Ecuaciones diferenciales lineales arbitrarias
Funcion de Miller-Ross. La funcion E; definida por:
o (at)*
E,(v,a) =tY -
(@) LT(v+k+1)
, se denomina funcion de Miller-Ross.

Propiedades de la funcion de Miller-Ross
(i) E.(0,a) = e*
(i) E;(—1,a) = aE:(0,a)

Transformada de Laplace de la derivada arbitraria
Supongamos que la transformada de Laplace de f(x) existe, luego:
(i) LID*F(x)} = s*f(s) — XRzg s" ™ DFF(0),
n—1<a<nné€EN.

(i) L{DF(x)} = s*f(s) — D~"9F(0),0 < a < 1.

Transformada de Laplace de la funcion de Miller-Ross
1
L{Et (V) a)} =

sV(s—a)

Transformada Inversa de Laplace
1
Lt {m} = tEt(V, a) — VEt(V +1,a)
,V > —2.

L‘l{—l }—E( )
sV(s—a)) el a
Miller & Ross (1993).
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MATERIAL Y METODOS

Nuestro material de estudio es el operador lineal de derivacion, aplicada a una funcion
real f sobre un intervalo finito [a, b]. Sea a € R* yn € Z* el mayor entero. La derivada
arbitraria de orden a de una funcion f € C"[a; b], esta dada por el operador lineal

1 d" (fx—orf(p)dt
D(x) = — | ¥ ’
aDxf(x) F(n—cx)dx“J;l o > 0.

Se empled para el desarrollo del articulo, los métodos l6gicos: inductivo y deductivo. El
método deductivo es utilizado para justificar matematicamente las condiciones
suficientes de las propiedades de la derivada de orden arbitrario y el método inductivo es
para contrastar el funcionamiento de dichas condiciones utilizando funciones conocidas.

RESULTADOS

Operador de derivacion de orden arbitrario:
SeaaeR*talquen—1<a<n,n€eZ*y feC"a,b]. Entonces, Vx € [a,b]

aDEA(x) = D" (L1 V(x) ).
, donde aI)((“"“) representa la integral arbitraria de Riemann-Liouville.

Linealidad del operador de derivacién de orden arbitrario:
Sean fy ge L![a, b]. Luego, para

a<x<by aeR*, tenemos:

(i) DE(F+ g)(x) = DY) + D),

(i) ,DEAf(x) = A ,DEf(x) ,VA € R

, se cumple casi para todo en [a, b].

Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcion potencial:
Sea fe L[a, b] tales que:
f(x) = (x—a)f1,p>1, a>0, x>a .Entonces,

- N©) -

Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcién logaritmica:
Sea fe L'[a,b] tal que

fx) =(x—a)f,a>0yx>a

Entonces,

aDx(In(x —a)) =

_(x—a)7
= InGx—a) =y = w(1 - )]

Ecuacion diferencial lineal de orden arbitrario con polinomio inicial de raices
diferentes:
La solucién explicita de una ecuacion diferencial lineal arbitraria:

(D1 +3D72 + 2D°) y(t) = 0, de orden (2,2) con polinomio inicial.
P(x) =x?>+3x+2,6s
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y(t) = k[-E(01) + 2E(0,4) + Ec (=3, 1) — —E(-1/2,4)]
,donde k = Y(0) + 3D"ZY(0)

Ecuacion diferencial lineal de orden arbitrario con polinomio inicial de raices
iguales:
La solucién explicita de una ecuacion diferencial lineal arbitraria:

(D1 +2D"2 + DO) y(©) =0
, de orden (2,2), con polinomio inicial
P(x) =x*+2x+1

Es:
y(©) = k[(1+ 20, (0,1) + B, (2,1) + +2tE, (~1/2,1)], con k = Y(0) + 2D72Y(0)

DISCUSION

Operador de derivacion del orden arbitrario:
Proposicion (Relacion de la derivada clasica y la derivada generalizada)

Sea f una funcién tal que f(x) = (x —a)™, entonces, se verifica que :
m!
DM(x—a)"=———((x—a)™ ", mn€eZ,
(m —n)!
mz=n,x>a
Generalizando la derivada, tenemos:
afy _ \B-1 — LB _ \B-a-1.
B>1lLa€eR,B>a

Prueba

La demostracion se obtiene a partir de la derivada clasica de las potencias de (x —a)™
(m € Z*):

DO(x—a)™ = (x—a)m,

Di(x —a)™ = m(x—a)™ 7},

D?2(x —a)™ =m(m — 1)(x — a)™?,

D™ =m(m—-1)(m—2)..(m—n+1)(x—a)™™"
Multiplicando a la ecuacién anterior al numerador y al denominador por (m — n)!, se
tiene:

D'(x—a)™ =

_ m(m-1)(m-2)...(m-n+1)(m-n)(m-n-1) _ _\m-n
o (m-n)(m—-n-1)...1 (X a)

m!
D'(x —a)™ = m(x —a)™™™ m,n€Zt

m2=nyx>a
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Aplicando las propiedades de la funcién Gamma, se tiene:
I'm+1)

pn _ m _ _ m-—n ,
= = T &

mnezZt, m>nx>a

Cuando m y n no sean naturales podemos extender la idea de la derivada de orden

arbitrario o generalizado de un gran nimero de funciones continuas
Afy — 7)B-1 — r'(B) _ a\B—a-1

an (X a) F(ﬁ—a) (X a) )

B>1lL,aeRt,B>ay x>a

Relacionando la derivada clasica y la derivada de orden arbitrario

" 4 rErk—a+p) ot Bekm
aDi(x —a)f 1_F(k—a+B)F(k—a+B—k)(X_a)k e

Pero, se sabe que

aDx(x —a)lmerb=t =

F'k—oa+p)

Fh—at -0~ @)t

Entonces,

_ r'(B) _ _
aD%(X_a)B 1= F(k——fH-B) aDE(X_a)k a+p-1

— pk(__I® _ k-a+p-1
= aDx (I‘(k—(x+8) (x—a) )
Por las propiedades de la integral arbitraria, tenemos:

aI)l((_a(X _ a)B—l — F(k E(s)-l- B) (X _ a)k—a+[3—1

Por lo tanto,

aDx(x — a)f~ = aD)lg( alg_a(x - 3)8_1); o € R*

Definicion (Operador de derivacion de orden arbitrario Riemann-Liouville).
Seaa e R*talquen—1<a<n,neZ*y feC"aDb]. Entonces, Vx € [a, b]

_Df(x) = D" ( gy )
, donde aI,((n_“) representa la integral arbitraria de Riemann-Liouville

Observaciones
M) n=[al +1
(i) El operador de derivacion arbitrario también se puede escribir de la siguiente forma:

DEf(x) = d_n[ 10660, > 0

alx dxn Lax ’ ’
_an o

T dxn (F(n—oc)

[ (x = 9P 1f(D)de), o« > 0,

Ejemplo (Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcion potencial)
Sean a = %y a=4. Calcular la derivada arbitraria de f(x) = (x — 4)1/2

Solucién
Por definicion de la derivada de orden arbitrario:

DS = D" (WL 1Co) )
Se sabe que nzﬂ%ﬂ +1=1
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Reemplazando en la definicion

2 2
(D3f(x) =D <41§1‘§)f(x) )

=D (41t (x —9)V/?)

=D (3% (x—9V?)
De las propiedades de la integral generalizada, tenemos:

_ r'(3/2) _ A\3/2+1/3-1
=D (F(3/2+1/3) (x—4) )

_ r'(3/2) __4\5/6
=D (r(n/e)(x 4) )

Por la propiedad de la funcion Gammay la tabla 1, se obtienen:

= L — 4)5/6
_D(2(0,9407...)(x 4) )

_5m . a\-1/6
a 12(0,9407...)(x 4)

=0.7851 ... (x — 4)~1/6

Ejemplo (Operador de derivacion de orden arbitrario de la funcion logaritmo)

a= 2 y a = 2. Calcular la derivada arbitraria de  f(x) = In(x — 2)

Solucion
Por definicion de la derivada de orden arbitrario, se tiene:

DGO = D (LI )

Se sabe que n:[Eﬂ +1=1
Reemplazando en la definicion

2 2
,D3f(x) = D <ZI£1_§)f(x)>
2
D3(x) = D (L1 f(x))

=D(,1*Inx-2))

De las propiedades de la integral arbitraria, se obtienen:

=D (““2)”3 (InGx-2) -y -G+ D) )

rG)

Por las propiedades de la funcion digamma, de la funcion gamma, y las tablas 1 y 2,
tenemos:
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_ 9\1/3
=0 (2 -2y - @ +3)]
F(—)
(x =23 3
=D —ln(x—Z) y—(— y————ln3+3)
F(g) [ 24/3 2 ]
_ <x—_2>“3 LI P
=D (_) [ln(x 2) + 2\/§+ In3 3]

=D ((0"8;3?0 [1n(x ~2)+ = +3In3 - 3] )

_ =73 _ ES ~
- 3(0,8930...)[ln(x 2)"‘ N ln3 3]
0,8930

—(x= 2)%/

Py [ln(x - 2)+—=+- ln3]

J_

Linealidad del operador de derivacion de orden arbitrario:
Proposicion (Linealidad del operador de derivacion de orden arbitrario)

Sean fy ge L'[a,b], a <x < b y aeR* entonces, se verifica que:
() DR(f+ 2)(x) = D) + DFg(x),

(ii) ,D¥Af(x) = A ,D%f(x) ,VA € R

, se cumple casi para todo en [a, b]

Demostracion
Por definicion de derivada de orden arbitrario, tenemos:

DE(f +g)(x) = D7 1<“‘°‘><f+ g)(x)]
s o (k= DML (F 4 g) (Dt

1 * —a—1
mj; x—1) f(t)dt +

1 X
+ mja (x— " *1g(vdt]

= D" [(x — "D dt] +

'h—a)“a
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1 X
Dy | G 90

= D[ LI 60)] + D[ Vg ()]

D (x) + ,DZg(x)
Por lo tanto,

aDF(f+g)(x) = ,DFf(x) + ,Dgg(x).

De igual manera, por def|n|C|on de la derivada generalizada, se tiene:

DOAf(x) = D“[ al,i“‘“)xf(x)]
— 1 (*(y — pyn—a-1
= D"[ F(n a)f (x — O IAf(D)dt],
— —-a—-1
= D"[A F(n f( — (1) dt)],
— —-a—-1
=AD" F(n f(x )21 (t)dt],

= 20" )]
Por lo tanto,

2DIAf(x) = 1 ,D¥(x),VA € R.

Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcion potencial:
Proposicion (Derivacion de orden arbitrario de la funcion potencia).
Sea fe L[a,b] tal que f(x) = (x —a)P~?,

B>1,a>0 ,x>a .Entonces,

- r'(B) —a—
DE(x—a)f 1 = B (x — )P

Demostracion

Para determinar la derivada de orden arbitrario de la funcién:
f(x) = (x —a)f?!
, s necesario considerar la propiedad de la integral de orden arbitrario:

B D = (e @),
Luego,
D%(x — a)B~1 = D1 1" (x — q)B-1
,donde n = [af]+1
— r'(B) Dn(X— a)n—a+B—1

I'(n—o+p)
__TI® _ ) a+p-1
T I(-a+B) (x—a) .
Por lo tanto,
- r'(B) —o—
Di(x—a)f 1= m(x—a)[3 a-t

Ejemplo (Operador de derivacién de orden arbitrario de una funcién potencial)
Seaa = % ya=+4%
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Calcular la derivada arbitraria de f(x) = (x — 4)1/2_

Solucion
Por la proposicién de la derivada de orden arbitrario de la funcion potencia, tenemos:

DE(x —a)p~1 = LB 5yp-a-1

T r(B-w)
3
D= 7 = % (x— 473"
r(z-3)

@
- r(sje) (x—4) e

Finalmente, con las propiedades de la funcién Gammay la tabla 1, se obtienen:

_ Vr _ AV-1/6
_2(1,1287...)(x 4)

=0,7851.. (x — 4)"1/6

Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcion logaritmica:
Proposicion (Derivada de orden arbitrario de la funcion logaritmo)

Sea fe L![a,b] tal que f(x) = In(x — a) ,x > a. Entonces,

JDE(nGx = @) = T linGr = @)~y = Y1 - )

Demostracion
Para determinar la derivada de orden arbitrario de la funcion:
f(x) = In(x — a)
, s necesario considerar las propiedades que tiene la integral de orden arbitrario:

AE0n(x — @) = F2sIn(x — 2) =y = (o + D))

Luego, por definicién de derivada de orden arbitraria, donde n = [a]]+1 se tiene:
aDE(n(x = ) = D" (oI In(x - a)),
S Nin(x —a) —y — W(n — o+ 1)]] Utilizando la regla de Leibniz:

'(n—a+1)
Seanf,g € CN [a,b],

:Dn[

N

N
DNfg(x) = Z (n) DN-1 £(x)DPg(x), N € N
n=0
, Y por la proposicion de la derivada de orden arbitrario de la funcion potencia, se
obtiene la derivada de orden arbitrario de la funcién logaritmo

JD§(nx = @) = SO linGr — @)~y = Y(1 - )
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Ejemplo (Operador de derivacion de orden arbitrario de una funcion logaritmica)
Seaa = % y a = 2. Calcular la derivada arbitraria de ordende f(x) = In(x — 2)

Solucién
Por la proposicion de la derivada de orden arbitrario de la funcidn logaritmo, tenemos:
aDy(n(x —a)) =

) — vy — w1 —
=~ Ta-o [In(x —a) =y —¢(1 — a)]

,D¥3(In(x — 2)) =

-2 -2/3
% [In(x —2) —y —yY(—2/3)]
-2 -2/3

Finalmente, por las propiedades de la funcion Gamma y la tabla 1, se obtienen:

_(x—2)7%3

[1( 2) T 33
= 26789.. | ¥ v = (v n3)

_ (X—Z)_2/3
~ 2,6789...

[InGx—2) + s+ 21n3)]

Ecuacion diferencial lineal de orden arbitrario con polinomio inicial de raices
diferentes:

Consideremos la ecuacion diferencial lineal arbitraria (EDLA) con coeficientes
constantes de orden (2,2):

(D1 +3D72 + ZDO) Y(t) =0 , con polinomio inicial P(x) = x? +

3x + 2.
Tomando la transformada de Laplace en la EDLA:

£{D (Y(®) +3D2(v (1)) + 2Y (1)} = £{0}
LY (D)} + 3L {D2Y()] + 2L{¥ (1)} = 0
[sy(s) = Y(0)] + 3£ {D2Y(D)} + 2y(s) = 0

Por la propiedad de la transformada de Laplace de la derivada de orden arbitrario, se
obtiene:

L {D%Y(t)} = s%y(s) — D‘(l‘%)Y(O)
Reemplazando, tenemos:
sy(s) — Y(0) + 3 (s%y(s) - D-%Y(O)) +2y(s) = 0

, reordenando:
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1 1
(s 43574 z) y(s) — Y(0) — 3D72Y(0) = 0.
Luego,

1
_ Y(0)+3D"2Y(0)
y(s) T s+3s1/242
1
Haciendo k = Y(0) + 3D7zY(0), y supongamos que k es una constante finita no nula.
Luego,

y(s) = s+ 3s1/2 42

Consideremos el polinomio inicial:

11 _ 1

P(x) x2+3x+2  (x+1)(x+2)

Descomponiendo en fracciones parciales:

__1 (L_L)
T (-1—-2) \x+1  x+2/"

11 ( 11 )
P(s1/2) ~ (=142) \s1/241  sl/242)"

. L. 1
Aplicando la transformacion inversa de la Laplace: )

Para ello, se hace la siguiente descomposicion:

1 _ 1 1
G G o
Entonces,
1 1 1
e R
1/2 1 —
(s/24+1) s72(s — 1) s—1
el o
s_%(s—l) {s—l}

Aplicando la propiedad de la inversa de Laplace, se obtiene:

Lt {m} =E, (—% 1) —E, (0,1).

De igual manera se aplica la transformada inversa de Laplace a Gi7213)

Para ello, hacemos la siguiente descomposicion:
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11 2
1/2 -1 T e
(st/2 +2) s2(s—4) S 4
Entonces,
1 1 2
e T s
1/2 1 _
(s1/2 4+ 2) s72(s — 4) s—4
= L-l{ : } 2L =
S—%(S_4) {5—4}
Aplicando la propiedad de la inversa de Laplace, se obtiene:
1 1
L‘l{—} =E (——,4) — 2E; (0,4).
(s1/2 +2) t\ 2 ¢ (04)
Luego, la solucion tomaria la forma:
-1 _ -1 1 _ k _
Ly = ke o = (<9 (~E(0,1) + 2E,0.4) +

E(—=3.1) = E(-1/24))

Por lo tanto, la solucion seria:
1
y(t) = k(=E.O1) +2E,04) + Ee(=5,1) = E(=1/24))

_donde k = Y(0) + 3D2Y(0)

Ecuacion diferencial lineal de orden arbitrario con polinomio inicial de raices
diferentes:
Consideremos la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes de orden (2,2):

(Dl +2DY2 + DO) Y() =0 , con polinomio inicial P(x) = x? +
2x+1

Tomando la transformada de Laplace en la EDL:

£{D (Y1) +2D"2(Y (1)) + Y (1)} = £{0}
LY ()} + 2 {D2Y(®)} + LIV ()} = 0
[sy(s) = Y(0)] + 2£ {D2Y ()} + y(s) = 0

Por la propiedad de la transformada de Laplace de la derivada de orden arbitrario, se
obtiene:

L {D%Y(t)} = s%y(s) — D_(l_%)Y(O)
Reemplazando, se obtiene:
sy(s) —Y(0) + 2 (s%y(s) — D_%Y(O)) +y(s)=0
, reordenando:
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1 1
(s + 2s2 + 1) y(s) —Y(0) — 2D"2Y(0) = 0.
Luego,

1
__Y(0)+2D"2Y(0)
y(s) T s+2s1/241

1
Haciendo k = Y(0) + 2D 2Y(0), y supondremos que es una constante finita no nula.
Luego, y(s) = K

s+2s1/2+1

2
k 1 1
= 1 7 = k( _l —;) .
(Sm) s72(s—1)

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros:

s 2(s—1)
= kLM 2 2k )+ e

571 (s—1)2 s71/2 (s—1)2 (s—1)2

Usando el resultado de la propiedad de la transformada de Laplace, se obtiene:
y(®) =k [tE(—1,1) +E¢ (0,1) + 2 (t}st (-2.1)+3E (5, 1)) +tE (0,1)]

Luego, usando la propiedad de la funcién de Miller-Ross, se obtiene:

y(© =k [(1 + 20E, (0,1) + E (%, 1) + 2tE, (—1/2,1)]

_donde k = Y(0) + 2D2Y(0)
CONCLUSIONES

El operador lineal de derivacion de orden arbitrario es una generalizacion de la derivada
clasica.

El desarrollo de la teoria de Riemann y Liouville que definieron una integral y una
derivada de orden arbitrario es el punto de partida para las ecuaciones diferenciales de
orden generalizado
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