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Derivada de funciones reales en el sentido de las distribuciones
regulares

Derived from real functions in the sense of regular distributions

'Jhony Alfonso Chavez Delgado, > Wilson Chanini Choquecota

RESUMEN

El objetivo de este articulo es la generalizacion de la derivada de funciones ordinarias a derivada en el sentido
de las distribuciones, de algunas funciones que no tienen derivada en el sentido ordinario, sin embargo, si
estas funciones son tratados como distribuciones es posible extender el concepto de derivada de tal manera

ue cualquier nimero de derivadas pueda ser definida para estas funciones y verdaderas para cualquier
gistribucién. En la generalizacion de 1% primera derivada de funciones ordinarias se establecio que mediante
funciones localmente integrables son derivables en el sentido de las distribuciones. Asimismo, se emplearon
los métodos 16gico inductivo y deductivo respectivamente, el método deductivo se utilizo para justificar
matematicamente la existencia de funciones localmente integrables y el método inductivo para contrastar el
funcionamiento de las funciones continuas o discontinuas utilizando ejemplos conocidos. En esta
investigacion los resultados que se obtuvo de la generalizacion de la derivada en el sentido de las
distribuciones es que la derivada de la funcidn valor absoluto es la funcion signo y la derivada de la funcion
Heaviside es Delta de Dirac. Se concluye que la derivada en el sentido de las distribuciones es una
generalizacion apropiada de la derivadzt c(iésica: cuando ambas existen; entonces coinciden como
distribucién y toda distribucion es infinitamente derivable.

Palabras clave: primera derivada clasica, derivada débil, primera derivada generalizada.

ABSTRACT

The purpose of this research work is the generalization of the derivative of ordinary functions to derivative in
the sense of distributions, of some functions that have no derivative in the ordinary sense, however, if these
functions are treated as distributions it is possible to extend The concept of derivative in such a way that any
number of derivatives can be defined for these functions and green for any distribution. In the generalization
of the first derivative of ordinary functions it is established that by means of locally integrable functions they
are derivable in the sense of the distributions. Likewise, the inductive and deductive logic methods were used
respectively; the deductive method was specifically to justify mathematically the existence of locally
integrable functions and the inductive method to contrast the operation of continuous or discontinuous
functions using known examples. One of the results obtained from the generalization of the derivative in the
sense of the distributions is that derived from the absolute value function is the sign function and the
derivative of the Heaviside function is Dirac Delta. It is concluded that the derivative in the sense of
distributions is a specific generalization of the classical derivative: when both exist; then they coincide (as
distribution) and all distribution is infinitely derivable.

Keywords: First classical derivative, Weak derivative, First generalized derivative or distribution.

'Universidad Nacional Jorge Basadre Grohmann. Tacna - Perti. E-mail: jchavezd @unjbg.edu.pe
“Universidad Nacional Jorge Basadre Grohmann. Tacna - Perti. E-mail: wilson_chanini@hotmail.com

Presentado: 12/07/19 Aprobado: 03/10/19

60



Derivada de funciones reales en el sentido de las distribuciones regulares

INTRODUCCION

En el presente articulo de investigacion, nuestro
propdsito es investigar la teoria de distribuciones para
ahondar en el contenido de la generalizacion de la
derivada de funciones reales a derivada en el sentido de
las distribuciones regulares, enfocada en el método
axiomatico deductivo. En el analisis matematico, una
distribucion o funcion generalizada es un objeto
matematico que generaliza la nocion de funciony lade
medida. Ademas, la idea de distribucion sirve para
entender el concepto de derivada de todas las funciones
localmente integrables y a entes atin mas generales. Su
aplicacion es indispensable en muchos campos de la
matematica, la fisica y la ingenieria. Por ejemplo, se
utilizan en el analisis de Fourier para obtener
soluciones generalizadas de ecuaciones en derivadas
parciales. También juegan un papel muy importante en
la electrodinamica cuantica y en el procesamiento de
sefiales.

En el area de la matematica, se presentaron problemas
en cuanto a generalizar el concepto de derivada en el
sentido de las distribuciones, de funciones continuas y
no continuas, cuyo propdsito es formalizar y/o ordenar
cadauno de los temas a desarrollarse con la rigurosidad
logica de las definiciones y las propiedades de la teoria
de distribuciones, asi como las contrastaciones
mediante las ejemplificaciones para que sea mas
atractivo y de facil acceso a los docentes universitarios,
0 mas areas, asi como a los mismos estudiantes de
ingenieria de las Universidades Nacionales.

Pero, en la limitacion del problema nos preguntamos
(bajo qué condiciones es posible establecer una
generalizacion de la derivada clasica de funciones
reales a derivada en el sentido de las distribuciones
regulares? . En funcién de esa problematica, elegimos
como proposito de establecer mediante la teoria de
distribuciones el diferenciable y tienen su soporte
contenido enun compactode .

Schawartz (1966). Calculo de la derivada de funciones
localmente integrables en el sentido de las
distribuciones regulares. Desde el punto de vista
metodoldgico se empled en el desarrollo de la
investigacion el método axiomatico deductivo que es la
base de la construccién de cualquier disciplina
matematica.

Este articulo contribuye a investigar las derivadas de
las funciones reales en el sentido de las distribuciones
regulares que ha sido estudiada por investigadores
como Sobolev (1963); Schawart (1966); Adams
(2006); (1992); Gouyon (1993) y otros.

ESPACIO DE DISTRIBUCIONES
ESCALARES

Funciones de prueba
Los espacios seran definidos sobre un conjunto

n

abierto QQ C j

Definicién (Soporte compacto)

Sea ¢ Ui " i una funcion real de variable
vectorial. Se denomina soporte de ¢ , denotado por

SOP@ | al conjunto sopg ={xe i TP (x)# 0}
Gouyon (1972)

Definiciéon (funcién localmente integrable)

Una funcion f:Q — es localmente

integrable si para todo conjunto compacto, kcQ

se tiene I|f(x)| dx < o

k
Adams (1975).

Definicion (Espacio vectorial) C; (€Q))

El espacio vectorial C; (£2) es el espacio de las
funciones que son infinitamente

Definicion (Convergencia de funciones)

Se dice que una sucesion de funciones (@n) de

Cy (€2) converge para cero si, satisface las

siguientes condiciones:

a) sop(@,) C k, donde k es un conjunto fijo en
Q Vn=1273,...

b) (qon) converge uniformemente para cero en €2
, junto con todas las derivadas de cualquier orden.
D"¢p —0 , uniformemente Vo€ ¥" (multi-
indice)

Schwartz (1966).

Definicion (Funciones de prueba)

El espacio vectorial Cgo (Q) con la nocion de
convergencia se denomina espacio de funciones de
prueba.

Notacion. El espacio de funciones de prueba se

denota por D (Q)
Adams (1975).

Definicion (Derivada débil)

. ., 1 .
Se dice que una funcién ue I, posee derivada
débil de orden 1 en Q, cuando existe una funcion

ve L, (Q)tal que
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Jutow @ydtv =~[ vy (e,

Ve C Q)
Sobolev (1963)

Definicion (Funcional lineal)

Sea V un espacio vectorial sobre | . Se dice que
una funcional lineal T sobre V es una

transformacion lineal de V en |
Definicion (Distribucion)

Una distribucién sobre €2 es una funcional
T D(Q)—)| lineal y continua D(Q) . Tal
espacio lo denotamos por D '(Q) .

Es decir,

a) (T.y,+y,) = (T.y )+ (T.y,)
donde v, € D(Q)

b) (al.y)=a(T.y)
donde Vi e D(Q),Va €

¢) si (w,) es una sucesion convergiendo
para y/, entonces ((T v ,)) converge
para (T, )

Schwartz (1966).

Definicion (Igualdad de distribuciones)

Las Distribuciones T1 y T , soniguales siy solo si

(T.0)=(T,0)Vpe D(Q)
Lema (Dubois Raymond)

loc

Ve D(Q) , entonces f(X)=0en Q

Sea fELI @), si T,(y)=0

(Sobolev, 1963)
Proposicion  (Funciones en L, (j ) se

identifican como distribucion)
. Lo/, .
Si fe L,OL,(| ). entonces el funcional T f.

definida por D( ) mediante la expresion

(Tw)= [ /W @)de Yy e D( )
, €s una distribucion.

Espacio de Lp([a,b])
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Sea p > 1. Elespacio de funciones integrables en
[a,b], denotado por L” ([a,b]), se define
[f:[a,b] — / f medibley ﬂ

L’ ([a,b])= f »
([ ]) ﬁt :|:|f(x)| d < oo U}

MATERIALES Y METODOS

En nuestro articulo es considerado material de estudio
las funciones medibles con integral cuadratica en el
sentido lebesgue y la teoria de distribuciones.

Se empleo en el desarrollo del articulo de investigacion
el método logico deductivo, apoyado en la teoria
axiomatica, para la generalizacion de la derivada
clasica de funciones reales a derivada en el sentido de
las distribuciones. Se contrasto las demostraciones y
definiciones usando ejemplos conocidos de la derivada
de funciones continuas y no contintias en el sentido de
las distribuciones.

RESULTADOS
Derivada débil de la funcion valor absoluto

Sea u(x) =|x|y Q=(-1,1),ue L, (Q)

entonces la derivada débil es v(x) = sgn(x).

u(x)= ‘x‘

Fig.1. Funcion valor absoluto
Fuente: Elaboracion propia

Derivada de la distribucion de la funcién
cuadratica

Sea f(x)=ax’ +bx Vxe | , fe LZ( ).

entonces se cumple que
(DT, )= (2ax+b,y) Vye A; )
Derivada de la distribucion de la funcion seno

Sea f(x)=sen(ax),Vxe i , feL’( ),

entonces se cumple que

<@Tf,t//>:<acos(ax);// > Ve D)
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Fig.2. Funcion seno
Fuente: Elaboracion propia
Derivada de la distribucién de la exponencial

Sea f(x)=e™",Vxe | .fel’( ),

entonces se cumple que

(9= (0™ ). ¥e 20

=3ni2 -1 -niz 0 w2

Fig.3. Funcion exponencial
Fuente: Elaboracion propia

Derivada de la distribucion de la funciéon
Heaviside

[0, six<0
Sea H(x)zi

Vxe j

>

I, six>0"

Q= <— 1,1> , f€ L,. (€©2) (Funcién Heaviside
o escaldn unitario)

Entonces se cumple que:

(DT, )=(.) Ve DQ)

(] = -2 -1 [ 2

Fig.4. Funcion Heaviside
Fuente: Elaboracion propia

DISCUSION

Proposicion (Derivada débil de la funcion valor
absoluto)

Prueba

Sea u(x) =|x|y Q=(-1,1),ue L, (Q),
entonces la derivada débil es v(x) = sgn(x).
Prueba

Se debe calcular
1

j|x|(0'(x)dx Vo € C;”(Q)
-1
En efecto, Integrando por partes, se obtiene

1

I |x|(o '(x)dx = —jl x@'(x)dx + Txgo '(x)dx

-1

=—xp(x)]', + [ p(x)dx+xp(x)], — [ p(x)ele

= —j sgn(x)p(x)dx — j sgn(xp (x)dx

0

=— j sgn(xp(x)dx

Luego se concluye que v(x)=sgn(x) en

ve L,.(Qy

[|xlp'(r)dte ==~ [ sen(xpp(x)dx Ve C7(Q)

-1
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Por lo tanto, la derivada débil de #(x) = |x| en

Q=(-1,1) es v(x)=sgn(x).

Proposicion (Derivada de la distribucion de la
funcion cuadratica)

Sea f(x)=ax’ +bx Vxe | , fe L’( ),

entonces se cumple que
(DT, 0 )= (2ax+b,y) Ve A; )

Por lo tanto DTf =2ax+b

Sea el conjunto abierto (2= . Luego por
definicién de la derivada de una distribucion se
tiene:

(2T,p)= (T )

=0(Tw)

=—(T,.v")

== feopde (1)
Aplicando integracion por partes en (1), se obtiene
- —j: (ax” + bx)y '(x)dx
=—[(a +bxyy () |+ [ ax+by (x)dx
=—(ax’+b) | + j: Qax+ by (x)dx  (2)

Entonces, por definicion de soporte compacto en
(2) resulta que

(DT, ) = j: Qax +b) Y(x)dx
Por lo tanto
<@Tf,1//>=<2ax+b,l//>,Vl//e A )

Proposicion (Derivada de la distribucion de la
funcion seno)

Sea f(x)=sen(ax),Vxe i , feL’( ),

entonces se cumple que

(DT,.p) = (acos(ax)y ) Vye ()
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Prueba

Sea el conjunto abierto 2=} . Luego por
definicion de la derivada de una distribucion se
tiene

Aplicando el Teorema de integracion por partes en
(5), se obtiene

<@T.f"”>:(_1)1 <Tf4/’ >

= s yar @)

Aplicando el teorema de la integracion por partes
en (3), se obtiene

= —rw sen(ax) v 'dx

—0

= —[sen(ax)l//(x)[: - J:O asen(axy (x)dx ﬂ

= —sen(ax)y (x)[” + jj acos(ax) Wx)dx (4)

Entonces, por la definicion de soporte compacto
en (4) resulta que

<@Tf,z//> = ‘[:Oacos(ax) w (x)dx
= <a cos(ax),l//>

Por lo tanto

DT, =acos(ax) Vye D)

Derivada de la distribucion de la funcion
exponencial

Sea f(x)=e""" Vxe i ,f€ L’(),

entonces se cumple que

(2T, p) = (@& ). Vye 2 )
Prueba

Sea el conjunto abierto €2 — j . Luego por
definicion de la derivada de una distribucion se
tiene:

(2Tp7) = DT )

=[S @dx ()
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= —J“rw ey '(x)dx

—0

=— [e"“bl// (x)‘:j - J:o ae”™ "y (x)dxﬂ
= —e"(//(x)[: + f: ae®™y (x)dx
=— [ewl// (0)—e "y (o)+ J.j: ae™"y (x)dxﬂ

Entonces, por la definicion de soporte compacto
en (6) resulta que

<°DTf,y/> = J:O ae“y (x)dx
(o)

Por lo tanto

DT, = ae™"™N ye AN)

Proposicion (Derivada de la distribucion de la
funcion Heaviside)

[0, six<0
Sea H()C) = 1 . >
I, six>0
Q=(-L1), fe L, (Q)
Entonces se cumple que:

<°DTH,1//> = <5,t//> Ve DQ)

Prueba

Sea el conjunto abierto €2 — | . Luego por
definicion de la derivada de una distribucion se
tiene:

(0t.0)= (B )= (4T,0) =) (T

(7. ¥)=-[ H@y ()
= —ji H(x)y (x)dx

_ _U‘; H(x) Y(x)dx+ J:D H(x)t//'(x)dxﬂ

= —(J.j: 0.4 '(x)dx + Jj ly '(x)dx)

= —L:w v '(x)dx

_ [~dy(x)
N .[o dx

o
==y (@)~ ©) )

Entonces, por la definicién de soporte compacto
en (7) resulta que

=0~y (0) =y (0)

Por lo tanto

(DH,p )=y (0)=6(w)=(6.v)
H'=86Vye dQ)

CONCLUSIONES

Las funciones medibles e integrables con integral
cuadratica en el sentido Lebesgue poseen derivadas en
el sentido de las distribuciones.

Las funciones localmente integrables poseen derivadas
en el sentido de las distribuciones.
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