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Generalizacion de la integral clasica a integral de orden arbitrario

Generalization of the classic integral to arbitrary order integral

'Jhony Alfonso Chivez Delgado ‘Blanca Mayumi Gomez Challo

RESUMEN

El proposito de este articulo de investigacion es demostrar la generalizacion de la integral de orden entero de Newton-
Leibniz al operador de integracion de orden arbitrario de Riemann-Liouville sobre un intervalo cerrado o finito que en la
actualidad son atractivo a investigaciones de otras ciencias puras y aplicadas como la matematica, fisica, quimica,
biologia, etc. En tal sentido, se presentaron la teoria basica de las diversas aproximaciones de la integral de orden entero,
utilizando la funcion Gamma y la formula de Cauchy; las cuales sirvieron de base para la definicion del operador de
integracion a partir de la n-ésima integral iterada ordinaria de una funcion definida recursivamente. Asi mismo, se
emplearon los métodos ldgicos inductivo - deductivo para las demostraciones de la formula de Cauchy. Finalmente, se
aplico esta teoria al analisis de la integral arbitraria de la funcion constante, potencia y logaritmica; contrastindolo con
los ejemplos de la definicion de Riemann-Liouville.

Palabras clave: integral arbitraria, integral arbitraria de la potencia, integral arbitraria de la funcion constante, integral
arbitraria logaritmica.

ABSTRACT

The purpose of this research article is to demonstrate the generalization of the Newton-Leibniz whole-order integral to
the Riemann-Liouville arbitrary order integration operator over a closed or finite interval that is currently attractive to
investigations of other pure sciences and applied as mathematics, physics, chemistry, biology, etc. In that sense, the basic
theory of the various approximations of the whole order integral was presented, using the Gamma function and the
Cauchy formula; this served as the basis for the definition of the integration operator from the ordinary nth iterated
integral of a recursively defined function. Likewise, the inductive-deductive logical methods were used for the
demonstrations of the Cauchy formula. Finally, this theory was applied to the analysis of the arbitrary integral of the
constant, power and logarithmic function; contrasting it with the examples of the definition of Riemann-Liouville.

Keywords: arbitrary integral, arbitrary integral of power, arbitrary integral of constant function, logarithmic arbitrary
integral.

INTRODUCCION

El calculo de la integral de Newton y Leibniz como
rama del andlisis matematico, a través del tiempo, ha
sido estudiado por reconocidos matematicos, quienes
han contribuido al desarrollo de lo que hoy conocemos
como integral arbitraria y que tiene interés en las
ordenes de todo operador de integracion. Entre ellos
destacamos a Euler (1738), Liouville (1832) y
Riemann (1876). Asimismo, Bertram (1975); Miller y
Ross (1993); Samko, Kilbas Marichev (1993); Bonilla,
Kilbas y Trujillo (2003); Arafet, Dominguez y Chang
(2008); Santanu (2011); Ortigueira.

Uno de los propdsitos de este articulo es establecer
la generalizacion de la integral de orden entero de
Newton-Leibniz a orden arbitrario de Riemann-

Liouville, utilizando como base la funcion gammay la
férmula de Cauchy para desarrollar la integral, debido
a que ,en el estudio del calculo integral los estudiantes
de las ciencias formales solucionan integrales enteras
de las funciones potencia, logaritmica, etc. algunos
cuestionan por que los operadores de integracion de la
funcidn logaritmicay potencia no han de ser un numero
arbitrario.

Asi mismo, la generalizacion de la integral de
orden ordinario a orden arbitrario se justifica debida
principalmente a la gran importancia para el desarrollo
del calculo arbitrario, porque con la integral también se
explican el uso de la derivada arbitraria y las
ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias. A
pesar de la gran cantidad de publicaciones en este
campo, aun se necesita formalizar y ordenar los
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conceptos, proposiciones y ejemplificaciones de la
integral y la derivada arbitraria, para hacerla mas
atractivas y de facil acceso a las investigaciones de
otras ciencias puras y aplicadas como la matematica,
fisica, quimica, biologia y economia.

FUNCION DE EULER:
Definicion (Funcién Euleriana)

Sea x>0. A la funcion I':R" = R definida

+00

por I' (x) = J.e_tl‘x_ldt se le denomina funcion
0

Gamma de Euler.

Propiedades de la funcion Gamma de Euler:

Sea x>0 entonces se verifica las siguientes
propiedades:

r(1)=1
F(%)=\/;
[(x+1)=xI(x),x>0
Si n es un entero no negativo, entonces
[(x+1)=x!
r(n+lj:1x3x5x...x(2n—l)\/;
2 2"
Si X es un entero positivo:
|
F(x+l):M
2 2% x!

Bell (1968), y Levedev (1992)

Tablal.Valores de la funcion Gamma

F(x) = J.e”tx’ldt,x >0
0

1 1.7725
rl 2

2

0.8862

o3

2

1.2254

3

4
r[%) 1.1288
F(% J 0.9277

1 2.6789
o3 )
F(% ) 0.8930

11 0.9407
(%)

19 2.3451
(5 )

Fuente: Elaboracion propia con
Levedev, (1972)
Definicion (Funcion Beta)

Bell, (1968) y

La funcion Beta es una funciéon B:RxR — R
1

B(x,y)= ISH (l—s)y_1 ds ;

0

tal que

x>0,y >0 Para establecer la relacién entre la

funcién gamma y beta se consideran las siguientes
propiedades:
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Si x>0,y >0, entonces
I'(x).I(y)
F(x+y)

Si x>0,y >0, entonces
B(x,y)zB(y,x)

Sim<x<m+l,con x=a+m
y 0<a <1, entonces

B(x,y)=

F(x) P(1=x)= sen(7.x)

Si 2xe Zg , entonces
r(x).r(n%): 27 (2x )Wr

(Stein & Shakarchi, 2003)

Definicion (Funcion ¢ de Euler)
La funcion Psi es la funcion ¥ :R —> R

1 d
— T 0
F(z) dz (Z)’Z>

, también se le conoce como la funcién digamma.

definida como l//( Z) =

Propiedades de la funcién Psi :

l//(z+l)=§+w(z),z>0

—(1) =T’(1) = y,donde
y =0.577215664901532860606512090

y= lim(l+l+...+l—ln(m) }

m—»0 1 2 m

Si @ >—1yf >—1 entonces

()= [ =y (B 1)y (1)

(Chaudhry & Zubair ,2002).

Tabla 2. Valores de la funcion Psi  de Euler
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'”(Z)zr(lz)% r(z).z >0
v (1) K
l//(’”l) —;/+1+l+l+...+l
v %J —7/—2]1/1(2).
v[3) | 70
v ij —}/———31}1(2)
2 V4
4 Ej d m_z (3)

Fuente: Fuente elaboracion propia con Chaudhry &
Zubair (2002)

Definicion (Funcion Gamma incompleta)

La funcion Gamma incompleta es

y(V,x)= Itvf‘e*’dt >0

0

Miller (1993)

Espacio I/ ([a,b])
Sea p > 1.El espacio de funciones integrables en

[a,b], denotado por L/ ([ a,b]), se define:

(f:[a,b]—)R/fes medible enl]

AN e |

Ij(x—a)ﬂ :F(Foflf;’B )(x—a)wﬂ

a

(Ross, 1977)
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MATERIALES Y METODOS DISCUSION

Definicion (Fubbini) Si f:[a,b] > R es una

Nuestro articulo de investigacion corresponde a : '
funcion continua en [a, b] ,b > x , entonces

las ciencias formales y considera como material de

estudio las funciones reales de una variable real X X1 X X
. f dx, f f(t)dt = f dt f f(t)dx,
definidas en los espacios L ([ a,b]). a a a a

Miller & Ross (1993)

En este articulo se empled el método inductivo -

deductivo para la generalizacion de la integral La Integral arbitraria:

clasica a integral de orden arbitrario de las Proposicién (Férmula de Cauchy)
funciones constante, potencia y logaritmo. Se
contrastd las demostraciones usando ejemplos Sea ne Ny fe Ll[a,b] .Entonces la
elementales.
enésima integral estd dado por
RESULTADOS
T . 1 ¢ n-
La Integral arbitraria a]xf(x) = F( )j(x—t) l f(t)dt,t >ane N
n
Seaae R" ¢ f una funcién integrable en Prueba

Ll[aa b]- Entonces Vxe [a,b] Sea fe L [a,b] .Luego, definimos para

o 1 ]ﬁ a-1 xXe [a,b] la funcién f con limite de integracion
=—[(x- d
aF f(x) F(a) a(x S) f(S) 0 inferior a = 0:
(Formula de Cauchy) ol f If dt t>ane N (1'1)

Integral arbitraria de una funcion constante Para dos integrales se tiene:

Si f:R — R esuna funcion tal que f(x) =k (s Idxl J.f (12)
entonces
k Por la deﬁmclon dada, podemos intercambiar el
( [“f)(x) = —(x —a)a orden de las integrales en la integral doble ~ (1.2):
.o [(a+1)
Integral arbitraria Ze la funcién potencia o],:f(x) _ 1ﬂ(ln) _!:(x— t)H f(t)dt,t > ane N
Si f(x) = (x_ a) B>0,x>ap >0 Supongamos que paran = k se cumple (1.1)
entonces x
A S J' f(t)dt
Miller & Ross (1993) !
Integral arbitraria de la funcién logaritmo JLf (x) = Idt;[ f (t)d)f
0 0
Si = — X X
i f(x)=In(x—a) tal que x>a,a>0 :J- dtjdxl
entonces 0 t
a (x_a)a :x x—t)f(t)dt
a]x ln(x—a) :r(a—}—l)[ln(x—a)_}/_l//(a}l) ,([( ) ( )
Miller & Ross (1993)
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Ahora consideremos tres integrales:

De lo anterior se deduce que para cuatro integrales
se tiene:

oIS (x 123jf( [ x ~] dr

, y para n integrales:

oLl f(x)= Idxjdxz ...nrdx :lef(t)dt

X

(ln)J'f(t)[x—z]“ f(t)dt,t>a,neN

a
Ademas, como el limite inferior de la integral y
arbitrario entonces se obtiene:

Entonces se tiene paran = k + 1:

1

A5 F(k r)drdt
1

gt_,N

1k+1

1
I

alf*‘f(X)=ﬁj(f ) £ ()

La ecuacion (1.1) es conocida como la formula de
Cauchy y puede extenderse para cualquier & € R*,
en la siguiente definicion:

Definicion (Operador de integracion de orden
arbitrario Riemann-Liouville)

Sea a € R*.El operador de integracion de orden
arbitrario definido por ,IZ, es del tipo Riemann-
Liouville de orden a de una funcién f € L'[a, b].

JOf )ds

Q'—.Q
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Ejemplo (Operador de integracion arbitrario)

De la definicion de Riemann-Liouville calcule la
. L 3 .
integral arbitraria de orden a = 2> en la funcion

cuya regla de correspondencia es f(x) = 2
Solucién

Por definicidn (integracion arbitraria) se tiene:

1 a 1
A f I —S )ds
Generalizacion de la lnt(g%ljlaswa a integral de orden arbitrario
1« !
= —3I(x —s)2 (2)ds (1.3)
l—‘ — |x
2

(TN

F(t)dt

a'—.x

1 a-
_ mj(x ) kdt  (1.5)
luego, hacemos cambio de variable:

u=x-—t
tox=>u-0
t-oa>u—->x—a

dt = —dt

(1.6)

Reemplazando (1.5) en (1.6) se tiene:

Luego, haciendo cambio de variable:

U=x—=-
=>5S=X—-S
(14)) s>x=>u—>0
S—>a=>uUu—>x—da

L ds =—du
Reemplazando (1.3) en (1.4) y utilizando la Tabla
1 se obtiene:

1

jz

T

= ;ﬁ(x— a)5

;S\
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Integral arbitraria de la funcién constante:

Proposicion (Integral arbitraria de la funcién
constante) Si f: R — R es una funcion tal que
f(x) = k entonces

k

(a]ff)(x) = —)(x —a)a

I(a+1

Prueba

Por definicion de la integral de orden arbitrario, se
tiene:

(212100 [ ()
__k fur
M(a)la ],
k a
“Tarn Y

k a
r(a+1)("‘“)

Por lo tanto ( a];”f)(x) =

Ejemplo (Integral arbitraria de la funcién
constante) Calcular la integral de orden arbitrario

a:% y a=2de f(x)=
Solucion

Por la proposicidén tenemos:

u k P
kazm(x—a)
1 2
()
2
F(3+1j
1

2

Por lo tanto 13(5) =

(x-2)
0.9027

Integral arbitraria de la funciéon potencia:

(x—aﬂ)] (x—a)dr

]“xa

J‘t B+1)-

(x_a a+f}

I(a)

:(lj

1

(]

0!

1

x a)ﬂ x a)dt

1
[ (1) e
0

Luego por la definicion de la funcion Beta se tiene:

AL (x—a)ﬂ = (

X—a

I(a)

)a +f

B(f+1la)

Por la propiedad de la funcion Beta:

B(f+la)=

Por lo tanto

L(f+1)C(«)

I(B+1+a)

Proposicion (Integral arbitraria de la funcion

potencia)

Si f(x) = (x —a)?, B > 0,x > a entonces:

AL (x—a)ﬂ =

Prueba

L(p+1) (x
I(a+pB+1)

. a)a+ﬂ

Por la definicion de la integral fraccionaria se

tiene:

1

u]f(x—a)ﬁ =7f(x—

(a)

X

a

S)IH (s— a)ﬁ ds

luego, haciendo un cambio de variable:

S—a=

a—s =

s=a+t(x—a)
s—a=t(x—a)

x—ta

ta—1ix

(1.8)da-s+x—a=x—a+ta—rx

Reemplazando (1.8) en

s—>a=>t—>0
L ds=(x —a)dt

(1.7

x—s:(x—a)(l—t)

s—>x=>t—>1

) se tiene:
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a)” T(A 1)TE )
I(a) T(B+l+a)
_ I(B4) g
CT(fH e )( )

Ejemplo (Integral arbitraria de la funcion
potencia)

2 (v-aff =

;2,0 >0,x>a

Calcular la integral arbitraria de orden & = % y
1
a=4 de f(x):(x—4)5
Solucion
De la proposicion (potencial arbitraria)
INVR at
a[f(x—a)ﬂ :F(off,;-l-l))(x_ ) ﬂ,a,ﬂ >0,x> a
3
v B
4];’()6—4)2 :—(x— ) 4 6

11
Tl ==

6
Por la propiedad de la funcion Gamma y la Tabla
1 se obtienen:

1 1 Jr s

L2 (x=4)r = 2(0,9407)(x_ ¥

Integracion arbitraria de la funcion logaritmo:

Proposicion (Integral de orden arbitrario de la
funcion logaritmo)

Generalizacion de la integral clisica a integral de orden arbitrario

Reemplazando ( 1.1 0) en ( 1 9) se tiene:

« I
Iln x a r—! x a)](x—a)dt

:ln(x—a)j(lo—t)a1dt+();z;0j(ﬂl—lt) In(r)de (1.11)

Haciendo cambio de variable en la segunda integral:
u=1-t
t=1-u
(L12){r >1=u—0
t=>0=>u—>1
\dt = —du
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Reemplazando (1.12) en (1.11)

alfln(x—a):(x_ i ln()c—a)1 (2 Jqu In(1-u)(~du)

511
?

o— - —

(u)m1 In(1-u)du

Si f(x):ln(x—a) tal que X > @ entonces

—_

x_a)a)[ln(x—a)—y—w(a +])

a[;’ln(x—a)ﬂ =

—

(a+

Prueba

De la definicion de la integral de orden arbitrario
se tiene:

A ln(x—a):%a)j.(x—a)alln(s—a)ds (1.9)

luego, haciendo cambio de variable

S:a+t(x—a)
Donde seobtiene :
s—azt(x—a)

(1.10)% a—s=ta—1ix
a—-st+x—a=x—a+ta—1x

x—s:(x—a)(l—t)

s—o>x=>t—1

L s—>a=t—>0
luego, se sabe que d(l—ua ) =—aif "'du

L dlew)
entonces u“ du=————+ y
a

reemplazando en la ecuacion se tiene

a]fln(x—a)zg_x_a)a 1n(x—a)+(f 4) jln(l—u)d(l—u )

(a+1) a]&( )0
ma e @) [ b ]
7F(a+1)1( ) 0] +1){((1 )l (1 )) _[ —”dj

x—a) a
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Aplicando la propiedad de la funcién Digamma:

Jfin(x—a)= %[ln(x—a)—y—y/(a +}1)

Ejemplo (Integral de orden arbitrario
logaritmico)

Calcular la integral fraccionaria de orden & = —
de f(x)=In(x-2)
Solucién

De la proposicion de la integral arbitraria del
logaritmo se tiene

a[fln(x—a) = (x_—a)a)[ln(x—a)—;/—l//(a +])

F((z +1

aféln(x—2)= Y(l—ﬂij{ln(x—z)_y_.,, Gﬂ]]
3

Por las propiedades de la funcién Gamma y la Tabla
1 y 2 se tiene:

, (x-2) T 3
IIn(x-2)= 08530 1n(x—2)+ﬁ+51n(3r -3
CONCLUSIONES

La definicion de la integral de orden arbitrario es una
generalizacion de la integral ordinaria o entera.

No existe una unica integral arbitraria, sino varias
definiciones con diferentes propiedades, cada una de
estasdefiniciones exige sus propias condiciones de las
funciones que se aplican. En nuestro caso hemos
aplicado la definicion de Riemann-Liouville.
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