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El propdsito de este articulo matematico-fisico es dar a conocer la aplicacion de los espacios
funcionales, es decir, el espacio de distribuciones, los espacio LP y el espacio de Sobolev en
la teoria de la existencia y unicidad de la solucién generalizada de una ecuacion diferencial
parabodlica que modela la distribucion de temperatura sobre la frontera de un dominio
cilindrico sometida a una fuerza externa. Este problema descrito por ecuaciones en
derivadas parciales (EDP), pueden poseer como condiciones iniciales funciones (solucién
de dicha EDP) que no son regulares o suficientes para poseer funciones no diferenciable en
el sentido clasico e incluso ser discontinua, he aqui la importancia de la solucién débil o
generalizada en el estudio de las ecuaciones de difusion. Se utilizé para el desarrollo del
articulo el método deductivo para demostrar la existencia y unicidad de la solucion
generalizada del problema de evolucion parabdlico, qué consistido en aproximar la solucidn
del problema por autofunciones del operador Laplaciano, y proyectando el espacio de Hilbert
sobre una base de dimension finita se construye la solucion en un subespacio denso y
separable. Luego lo dividimos en etapas: convergencia de las soluciones aproximadas en
los espacios L?(0,T;L?(2)) y C°([0, T]; H3(Q)), verificacion de las condiciones iniciales y se
demostro la unicidad de la solucidén generalizada.
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unicidad.
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ABSTRACT

parabolic differential that models the temperature distribution on the boundary of a cylindrical
domain subjected to an external force. This problem described by partial differential equations

(PDE), can have as initial conditions functions (solution of said PDE) that are not regular or
sufficient to have functions that can not be differentiated in the classical sense and even be
discontinuous, here is the importance of the Weak or generalized solution in the study of
diffusion equations. The deductive method was used for the development of the article to
demonstrate the existence and uniqueness of the generalized solution of the problem of
parabolic evolution, which consisted in approximating the solution of the problem by auto-
functions of the Laplacian operator, and projecting the Hilbert space on a basis of finite
dimension the solution is built in a dense and separable subspace. Then we divide it into
stages: convergence of the approximate solutions in the spaces L?(0,T;L?(Q))
and C°([0, T]; H3(Q)), verification of the initial conditions and demonstrated the uniqueness of
the generalized solution.

Keywords: Parabolic differential equations, generalized solution, existence of uniqueness.

INTRODUCCION

La palabra clave del analisis es, desde
luego, la de “funcién”, y fue precisamente en
la claridad de este término como fueron
surgiendo la tendencia a la aritmetizacion.
Durante la primera mitad del siglo XVIII
habian aparecido diferencias de opinién
sobre la manera de representar funciones,
cuando D' Alembert y Euler dieron sus
soluciones al problema de la cuerda
vibrante, en la llamada “forma cerrada”,
utilizaron un par de funciones arbitrarias,
mientras que Daniel Bernoulli habia
encontrado una solucién en términos de una
serie infinita de funciones trigonométricas
Asi mismo, esta ultima solucién parecia
implicar claramente el caracter periddico de
la funcién, mientras que las funciones
arbitrarias de D' Alembert y de Euler no eran
periddicas necesariamente, parecia que la
soluciéon de Bernoulli era menos general
.Que no era éste el caso lo demostro al fin
J.B.J Fourieren 1824 (Boyer,1986).

Los éxitos con el sonido y la gravitacién
animaron a los matematicos a dirigir su
atencién hacia otros fenémenos fisicos. Uno
de los mas importantes era el calor. A
comienzos del siglo XIX la ciencia , del flujo
de calor se estaba convirtiendo en un
tema de gran interés practico, princi-
palmente a causa de las necesidades de la

industria metalurgica, pero también debido a
un creciente interés en la estructura del
interior de la Tierra, y en particular en la
temperatura en el interior del planeta. No
hay ninguna forma directa de medir la
temperatura a mil kilbmetros o mas bajo la
superficie de la Tierra, de modo que las
unicas medidas disponibles eran indirectas
y era esencial entender como fluia el calor a
través de cuerpos de composiciones
diferentes(lan,2012).

El primer paso de Fourier consisti6 en deriva
una EDP para el flujo de calor. Con varias
hipétesis simplificadoras: el cuerpo debe ser
homogéneo (tiene las mismas propiedades
en todas partes) e is6tropo (se comporta de
la misma manera en todas direcciones), y
demas. Llegd a lo que ahora llamamos la
ecuacion del calor, que describe como
cambia con el tiempo la temperatura en
cualquier punto de un cuerpo tridimensional.
La ecuacion del calor tiene una forma muy
similar a la ecuacion de Laplace y la
ecuacion de laonda, pero la derivada parcial
con respecto al tiempo es de primer orden,
no de segundo. Este minusculo cambio
supone una profunda diferencia de las EDP
(Lan,2012).

Pero una ecuacion diferencial parcial, por si
sola, no es suficiente para dar informacién
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concreta sobre un determinado problema. Al
estudiar a las EDP es necesario dar
condiciones extras, que fundamentalmente,
son del tipo: condiciones iniciales y/o
condiciones de contorno. Asi en forma
natural surgieron los dos problemas basicos
de la teoria: el problema de Cauchy y el
problema de valor en la frontera. El estudio
del problema de Cauchy y del problema del
valor en la frontera dieron las motivaciones
hacia un analisis mas generalizado.
Trabajos pioneros son debidos, entre otros,
a Sobolev (1935-1936), Oseen (1911),
Leray (1934), entre otros. Por la linea de los
espacios de Hilbert tenemos los aportes de
Friedrichs, Calkin, Sobolev, Neumann.
(Ortiz, 1988).

La aparicion de la “funcién “delta de Dirac,
conocida desde la época de Fourier, jugo un
papel central en el manejo de nuevas ideas,
lo que se fortalecid con uso por parte de
Heaviside, y sobre el trabajo de Dirac en el
estudio de la mecanica cuantica. Todo ello,
entre otros aspectos, fue consolidado con
nuevos aportes, por el matematico francés
Laurent Schwartz al idealizar lateoriadelas
distribuciones (1940); se abre asi una nueva
era en el estudio de las ecuaciones en
derivadas parciales (Ortiz, 1988).

Consideremos una ecuacién parabdlica,
representado por un modelo matematico
referente a que modela la distribucion de
temperatura sobre la frontera de un dominio
cilindrico sometida a una fuerza externa.
Para una ecuacién de este tipo, las
condiciones de Dirichlet expresa que la
barra elastica esta fija en el borde de la
fronteray el estado inicial del sistema son los
datos de Cauchy: la configuracion inicial
(también llamado desplazamiento inicial) y
la velocidad inicial (Brezis, 1984).

Desde el punto de vista fisico este modelo
parabolico requiere que la existencia de su
solucién sea fisicamente aceptable y
“controlable”. Matematicamente esto se
traduce en un problema de existencia,
unicidad y dependencia continua de las
condiciones iniciales y /o condiciones de
contorno (Vera, 1984).

Pero, una dificultad presenta la ecuaciéon de
evolucién parabdlica, como por ejemplo, no
se tiene una solucién generalizada para la
existencia y unicidad. Asi, frente a la
dificultad, el analisis funcional es una
herramienta fundamental en la investigacién
de los problemas de evolucion, mas
precisamente, espacios funcionales dentro
de la teoria de las distribuciones son usadas
para el estudio de los teoremas de
existencia y unicidad de la solucion
generalizada de las ecuaciones en
derivadas parciales, las cuales han sido
exitosamente usados por muchos
matematicos de gran prestigio como Adams
(1975); Brézis (1984); Medeiros (1990).

MARCO TEORICO

Teoria de Distribuciones
Los espacios seran definidos sobre un
conjunto abierto Q c R™.

Definicion (Soporte de una funcién) Sea
¢ una funcién real de variable vectorial. Se
denomina soporte de ¢ al conjunto

sope = {x € R"/p(x) # 0}.

Definicion (EspacioC{’(Q)). El espacio
Cy(Q) es el espacio vectorial de las
funciones infinitamente diferenciables en Q
y tienen su soporte contenido en un
compacto de Q.

Definicion (Convergencia) Una sucesion
de funciones (¢;) converge para
para@enCg(Q) , si satisface las
siguientes condiciones:

a) sop(¢ ;) € K, donde K es un compacto
fjoen Q,vj=1,2,..

b)(¢;) converge uniformemente para
@en) , juntamente con todas sus
derivadas de cualquier orden.

Definicion (Espacio de las funciones de
prueba) El espacio de las funciones de
prueba es el espacio vectorial C{ () con
la convergencia en C§°(Q)

Definicion (Espacio de
Distribucién).Una distribucion sobreQ es
una funcional lineal T, continua en el
espacio de las funciones de prueba D(Q) .
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Definicion (Derivada de una
distribucién) La derivada de wuna
distribucion T sobre un abierto Q de R" es

. . 0T .
una funcional lineal P continua en el
k

espacio de las funciones de prueba D(Q) ,

definida por la relacién
aT do
(a—xk,cm = —(T,a—xk),v@ € D(Q),k=1,n.

Espacios de Sobolev

Seal € R™ unabiertoyseap € Rcon1 <
p < oo.

Definicion (El espacio W'P(Q) ) El

espacio de Sobolev WP (Q) es el conjunto

de funciones u € LP(Q) , tales que todas
X . du .

las derivadas parciales = 1,2,...,n,

pertenecen a LP(Q) , en el sentido de las
distribuciones sobre().

El espacio W'P(Q) estd dotado de la
norma

=1 du P

alle = lullfy + > |5

i=1
El espacio W'P(Q) es un espacio de
Banach para 1<p<o ; W'YP(Q) es
reflexivo para 1 < p < oo y separable para
1<p<oo

Notacion H'(Q) = W1P(Q) , es el espacio
de Sobolev de orden uno.

(Adams, 1975)
Definicion (El espacio W, *(Q) )

ilpp

Sea peRconl <p< o , se define el
espacio Wol'p(ﬂ) como la cerradura de

D(Q) en W1P(Q), el cual esta dotado de la
du|P
ax;

n

norma IIuII“ijp =yn,
0

LP

El espacio Wg'p(ﬂ) dotado de la norma
inducida por W'P(Q) es un espacio de
Banach separable; es reflexivo si1 <p <o

(Adams, 1975)

(Definicién (El espacioH}(Q) ) Se define
el espacio H}(Q) como la cerradura de
D(Q) en H(Q) , el cual esta dotado con la

norma
|0
u
2 _
lullzy = > |2
i=1

1,2

2

El espacio H}(Q) es un espacio de Hilbert
separable, con el producto escalar de
H1(Q).

(Adams, 1975)
Definicion (El espacio LF(Q) )

Sea () un abierto de R" .Denotaremos por
LF(Q),1 < p < o, el espacio vectorial de
funciones ¢ definidas en Q con valores en
K , medible, tal que |@|P es integrable en
el sentido de Lebesgue.

(Medeiros, 1990)

Propiedades que seran usados para la
existen y unicidad de la solucién
generalizada

Lema de Gronwall Sea ¢:(0,T) » R
absolutamente continua tal que
e(t) =0vte (0,T).Si

o) <c +c, fot(p(s)ds , entonces ¢(t) <c
(Medeiros,1990)

Desigualdad de Holder Sean p € [1,0 >
yq € [1l,0> su exponente conjugado,
entonces

Joluvl < Nlullp,ollvllga; Vu € LP(Q), v
€ LiI(Q)

Para py g en < 1,0 > la desigualdad del
Holder se escribe

[ vl < (F Jul?) P (f Jul) 7 vu
€ LP(Q),v e LI(Q)

En particular si p=q=2 se tiene la
desigualdad de Schwartz.
1 1
Jaluwl < (fgul?) 2(f g lul?) 25 vu
€ L2(Q),v € L?(Q)
(Brézis, 1984)
Desigualdad de Minkowsky

(ol + 01?) 1
< (Fglulr) ¥

+ ([ Jul) " vu € @), v
€ L1(Q)
(Brézis, 1984)
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En éste articulo es considerado material
de estudio un modelo matematico
referente a la distribucién de temperatura
(propagacion del calor, etc.) en un dominio
Q c R" en el instante t.

Sea Q un conjunto abierto, acotado
y bien regular de R", cuya frontera lo
denotamos por I'. Asi mismo, se denota
Q=0x]0,00[,

Y =Tx]0,[ ;X es la frontera lateral del
cilindro Q.

Consideremos el problema siguiente
en que dados u, € L?(Q) y f € L2(Q) hallar
una funciénreal u = u(x,t) definidaen Q,
tal que

du
— —Au=fenQ

ot
u=0 sobreX (11

u(x,0) = uy(x) en Q
2
, donde A= z;;l;—xiz
respecto de las variables espaciales, t es
la variable tiempo,u, yu, son funciones
dadas (Medeiros ,1990).
El método usado es el método de Faedo —
Galerkin-Medeiro que consiste en obtener
una secuencia aproximada del problema
(1.1), por medio de estimativa a priori la
sucesion que converge para la solucion del
problema.

designa el Laplaciano

RESULTADOS
Existencia de la solucion generalizada
de la distribucion de temperatura:
Existe una solucién débil o generalizada
para el problema parabolico (1.1), es
decir una funcién

u € C°([0, T; Hg(Q)) N L?(0, T; L2(Q))
satisfaciendo:
2 ' (0 v) +au);v) = (fB); VIV €
H3(Q) , en el sentido de D'(0;T) .
Unicidad de la solucién generalizada
de la distribucion de temperatura:
La solucién generalizada u €
Co([0, TT; H3 () N L2(0, T; L2()) del
problema parabdlico (1.1) es Unica.

DISCUSION

La matematica, en tanto es una ciencia
eidética o formal - como dice Bunge -
utiliza el método deductivo, es decir, que
mediante deducciones ldgicas, obtiene
verdades o afirmaciones a partir de
axiomas previamente formuladas.

Existencia y unicidad de la soluciéon
generalizada de la distribuciéon de
temperatura

Teorema. Sean f € 12(0,T; L2(Q)),

u, € H(©).Entonces existe una Unica
funcion u € CO([0, T; H3(Q) N
L2(0,T; L2(Q))

Solucién generalizada de (1.1), que
satisface:

d
3 @O, V) +au®), v) = ({(V),v)

vv € H}(Q) en el sentido de D’(0, T)
u(0) = u,

Demostracion

Considere los autovalores del
Laplaciano —A: A; <A, < A3 < <A, <
.-y, sus autofunciones wy,wy, ...,w,, ... la
cual es una base ortonormal completo en
H{(Q) tal que

a(w,,v) = A,((wy,v)), Vv € H}(Q)

Sea el subespacio

Vm = [WllWZ' ---;Wm] = H%(Q)
, 'y considere la solucion aproximada
up:[0,t,] = HA(Q) , definida como la
serie
um(t) = Z\I;n:l(um(t)rwv)wv , que es
solucién del problema aproximado:

< (Un(0,9) + (0 (8), v = (), ) WEV,enD'(0,T))

um(o) = Upm,Upm = Zglzl(um(t):wv)wv = Uy €n H(l)(Q)
(2)
La demostracion del Teorema se divide en
etapas:
Etapal. Convergencia de las
soluciones aproximadas en el espacio
L*(0,T; L*()) y C°([0, T]; Hg () :

Sea v =w, en (2), se tiene que
% ((um(t): Wv)) + /—Lv((um(t); Wv)) =
(f(t), wy) 3) vw,eVv, , en el
sentido de la D'(0,T).

La ecuacion (3) tiene la forma de una
E.D.O:

d !
YO +Ay® =g < (ye)

= eMv'g(t)
t

& y(DeMt — y(0) = f et g(s)ds

0
& y(t) = yoe ™ + [ e g(s)ds
, ¥ entonces
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((upn(®, W)
= ((uom(©), wy,))e Mt
t
+ [ eIt was @
0
Por la Identidad de Parseval se tiene

|t (£) = Un ()% gy = E0n[((um (0, 0)]°
(5)

Reemplazando (4) en (5) se obtiene
|um(t) - un(t)liz(g) =
7] ((om (O, w,))e ¢ +
[l e (5w, w)ds| (6)

Aplicando la desigualdad de Minkowsky en
(6) se tiene

|t () — upn (£) |12,2 @
1

m 2
(Y lom© e

v:ln 12
+ <Z|e‘lv(t_5) (f(v), Wv)dS|2>

<
(Z20] (Com @, e *) " +

. N\ 1/2
+ (T fy e @@, was| )
y por tanto se obtiene

)lum(t) - un(t)liz(_o_) <

( z’1"=n|((u()m(t),wl,))|2)%Jr

1
2

2
+ (B[l e 9] ds [7160, w1 ds)
Pero, de (7) se tiene que

t g2t
~Ap(t-9)2| — Apt _ _
e v = et —1) =
| 7 (e? 1)
— %(e—lvt _ e—AUZt)| <
1 1 v
EZ = (8)

De (7) y de (8) se obtiene que
2 z
(Zoal fy e s 16, w)P ds ) =

(2 Ji S, w)12ds) " -0 si m, n -
Al 0 v=n ) v ’

(00}

Luego, f€ L?(0, T; L2(Q)) , ¥ Ifllzq) S c
donde f(t) = X.0L,(f(t),w,)w, .Por tanto
[um (©) — un(Of2q, = 0 , entonces
(up,) es de cauchy en L2(Q) .

De igual manera tenemos

Un — unlCO([O,T],LZ(Q))
= max |um (t) = un (D120
-0
y se concluye que
Si (uy ) es de cauchy en C°([0, T], L2(Q))
entonces u,, — uen C°([0, T], L?(Q))
Si (up, ) es de cauchy en C°([0, T], H3 ()
entonces u,, - uen C°([0, T], H3 ().

De (2) tenemos que
= (Um(©), V) + a(u (6), v) = (£, V)
(9)

Vv € V,, en el sentido D' (0, T)
y multiplicando por 6 €D(0,T) e
integrando de 0 a T en (9) se obtiene

- fOT(um(t). V) %G(t)dt +
foT a(uy, (1), v)e(t)dt =
[T (9, v)8(®)dt V8 € D(O, T)
(10)
Aplicando la convergencia a las
expresiones en (10) se obtiene
[T, v Lomdt + [ a(u®, V() dt =
[T (6, v)B(Ddt v6 € D(O, T).
(11)

De (11) se obtiene
T

T 4
fo (), 0t + f a(u(), v)8(H)dt

0

= fT(f(t),v)B(t)dt ve € D(0,T)
0

, ¥ resulta

= (u(®,v) +au(®), v) = (f(1),v)
Vv € V,, en sentido D’(0, T).
Por tanto V,, = H3(Q) ,y

dit(u(t)"’) +a(u(t),v) = (f(t),v) vv

€ H(Q)
Etapa2.Verificacion de las condiciones
iniciales:

Se sabe que u,, - uen C°([0, T], L?(Q))
En particular en el origen, se tiene
U, (0) = u(0) en C°([0, T, L*(Q))
m

u(0) < tomi= ) (o, )Wy =g
=

Se concluye que u(0) = u,
Etapa3. Unicidad de Ia
generalizada

Vv € H}(Q) en el sentido de la D'(0,T), se
tiene

solucion
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La identidad de Parseval
Si fel?, |f||L2 = |Ifll 2

, donde f(x) = [ f(t)e 2™xt dt
(Ortiz, 1988)

MATERIAL Y METODOS

{% (u(t), v) +a(u(t), v) = (f(),v)
u(0) = u,
(12)
Sean u, yu, dos soluciones del problema
(12) tal que
d
i~ 12 {a @ (0,v) +a(u(®,v) = (0, V)
u;(0) = u,
(13)
Restando las dos ecuaciones en (13) se
obtiene

{i (1)) = 220, ) + au; (1) = u(0),¥) = (ECO), V)
(U —uz)(0) = u;(0) —uy(0) =ug—up =0
(14)

En particular sea w=u; —u, € H}(Q) y
reemplazando en (14) se tiene

w(0) = u,

(15)
Por propiedad de producto interno en

(15), se cumple

{i IW(®)[Z2 g, + aw(®), w(t) =0
W(O) = uO
d
a |W(t)|EZ(Q)
d 2
< d_t |W(t)|L2(Q)
2
+ o;uw(t)n%(m <
+ a(w(t),w(t)) =0
Pero, de (16) se obtiene
d 2
w(0) = ug

(17)
Sean o(t) = W(O)l72q),
c; =c, = 0. Aplicando el lema de
Gronwall se obtiene
o(t) <0, entonces
|W(t)|iz(n) =0=w(t)=0.
Por lo tanto u, (t) = u,(t)

CONCLUSIONES

Al considerar un problema de valor inicial
y de frontera en el caso que puedan
poseer soluciones no diferenciables en
el sentido clasico e incluso discontinua,
se establecié la existenciay unicidad de
una solucion deébil o generalizada para
una ecuacion diferencial parabdlica que
modela la distribucién de temperatura
sobre la frontera de un dominio cilindrico
sometida a unafuerza externa.
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