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RESUMEN 

El propósito de este artículo matemático-físico es dar a conocer la aplicación de los espacios 
funcionales, es decir, el espacio de distribuciones, los espacio LP y el espacio de Sobolev en 
la teoría de la existencia y unicidad de la solución generalizada de una ecuación diferencial 
parabólica que modela la distribución de temperatura sobre la frontera de un dominio 
cilíndrico sometida a una fuerza externa. Este problema descrito por ecuaciones en 
derivadas parciales (EDP), pueden poseer como condiciones iniciales funciones (solución 
de dicha EDP) que no son regulares o suficientes para poseer funciones no diferenciable en 
el sentido clásico e incluso ser discontinua, he aquí la importancia de la solución débil o 
generalizada en el estudio de las ecuaciones de difusión. Se utilizó para el desarrollo del 
artículo el método deductivo para demostrar la existencia y unicidad de la solución 
generalizada del problema de evolución parabólico, qué consistió en aproximar la solución 
del problema por autofunciones del operador Laplaciano, y proyectando el espacio de Hilbert 
sobre una base de dimensión finita se construye la solución en un subespacio denso y 
separable. Luego lo dividimos en etapas: convergencia de las soluciones aproximadas en 
los espacios L2(0, T; L2(.0.)) y Cº([O, T]; H5(.0.)), verificación de las condiciones iniciales y se 
demostró la unicidad de la solución generalizada. 

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales parabólicas, solución generalizada, existencia 
unicidad. 
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ABSTRACT 

parabolic differential that models the temperature distribution on the boundary of a cylindrical 
domain subjected toan externa! force. This problem described by partial differential equations 

(PDE), can have as initial conditions functions (solution of said PDE) that are not regular or 
sufficient to have functions that can not be differentiated in the classical sense and even be 
discontinuous, here is the importance of the Weak or generalized solution in the study of 
diffusion equations. The deductive method was used for the development of the article to 
demonstrate the existence and uniqueness of the generalized solution of the problem of 
parabolic evolution, which consisted in approximating the solution of the problem by auto­ 
functions of the Laplacian operator, and projecting the Hilbert space on a basis of finite 
dimension the solution is built in a dense and separable subspace. Then we divide it into 
stages: convergence of the approximate solutions in the spaces L2(0, T; L2(.íl.)) 
and Cº([O, T]; H5(.íl.)), verification of the initial conditions and demonstrated the uniqueness of 
the generalized solution. 

Keywords: Parabolic differential equations, generalized solution, existence of uniqueness. 

INTRODUCCIÓN 

La palabra clave del análisis es, desde 
luego, la de "función", y fue precisamente en 
la claridad de este término como fueron 
surgiendo la tendencia a la aritmetización. 
Durante la primera mitad del siglo XVI 11 
habían aparecido diferencias de opinión 
sobre la manera de representar funciones, 
cuando D' Alembert y Euler dieron sus 
soluciones al problema de la cuerda 
vibrante, en la llamada "forma cerrada", 
utilizaron un par de funciones arbitrarias, 
mientras que Daniel Bernoulli había 
encontrado una solución en términos de una 
serie infinita de funciones trigonométricas 
.Así mismo, esta última solución parecía 
implicar claramente el carácter periódico de 
la función, mientras que las funciones 
arbitrarias de D' Alembert y de Euler no eran 
periódicas necesariamente, parecía que la 
solución de Bernoulli era menos general 
.Que no era éste el caso lo demostró al fin 
J.B.J Fourieren 1824(Boyer,1986). 

Los éxitos con el sonido y la gravitación 
animaron a los matemáticos a dirigir su 
atención hacia otros fenómenos físicos. Uno 
de los más importantes era el calor. A 
comienzos del siglo XIX la ciencia , del flujo 
de calor se estaba convirtiendo en un 
tema de gran interés práctico, princi­ 
palmente a causa de las necesidades de la 
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industria metalúrgica, pero también debido a 
un creciente interés en la estructura del 
interior de la Tierra, y en particular en la 
temperatura en el interior del planeta. No 
hay ninguna forma directa de medir la 
temperatura a mil kilómetros o más bajo la 
superficie de la Tierra, de modo que las 
únicas medidas disponibles eran indirectas 
y era esencial entender cómo fluía el calor a 
través de cuerpos de composiciones 
diferentes(lan ,2012). 

El primer paso de Fourier consistió en deriva 
una EDP para el flujo de calor. Con varias 
hipótesis simplificadoras: el cuerpo debe ser 
homogéneo (tiene las mismas propiedades 
en todas partes) e isótropo ( se comporta de 
la misma manera en todas direcciones), y 
demás. Llegó a lo que ahora llamamos la 
ecuación del calor, que describe cómo 
cambia con el tiempo la temperatura en 
cualquier punto de un cuerpo tridimensional. 
La ecuación del calor tiene una forma muy 
similar a la ecuación de Laplace y la 
ecuación de la onda, pero la derivada parcial 
con respecto al tiempo es de primer orden, 
no de segundo. Este minúsculo cambio 
supone una profunda diferencia de las EDP 
(Lan ,2012). 

Pero una ecuación diferencial parcial, por si 
sola, no es suficiente para dar información 
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concreta sobre un determinado problema. Al 
estudiar a las EDP es necesario dar 
condiciones extras, que fundamentalmente, 
son del tipo: condiciones iniciales y/o 
condiciones de contorno. Así en forma 
natural surgieron los dos problemas básicos 
de la teoría: el problema de Cauchy y el 
problema de valor en la frontera. El estudio 
del problema de Cauchy y del problema del 
valor en la frontera dieron las motivaciones 
hacia un análisis más generalizado. 
Trabajos pioneros son debidos, entre otros, 
a Sobolev (1935­1936), Oseen (1911 ), 
Leray (1934), entre otros. Por la línea de los 
espacios de Hilbert tenemos los aportes de 
Friedrichs, Calkin, Sobolev, Neumann. 
(Ortiz, 1988). 

La aparición de la "función "delta de Dirac, 
conocida desde la época de Fourier, jugo un 
papel central en el manejo de nuevas ideas, 
lo que se fortaleció con uso por parte de 
Heaviside, y sobre el trabajo de Dirac en el 
estudio de la mecánica cuántica. Todo ello, 
entre otros aspectos, fue consolidado con 
nuevos aportes, por el matemático francés 
Laurent Schwartz al idealizar la teoría de las 
distribuciones (1940); se abre así una nueva 
era en el estudio de las ecuaciones en 
derivadas parciales (Ortiz, 1988). 

Consideremos una ecuación parabólica, 
representado por un modelo matemático 
referente a que modela la distribución de 
temperatura sobre la frontera de un dominio 
cilíndrico sometida a una fuerza externa. 
Para una ecuación de este tipo, las 
condiciones de Dirichlet expresa que la 
barra elástica esta fija en el borde de la 
frontera y el estado inicial del sistema son los 
datos de Cauchy: la configuración inicial 
(también llamado desplazamiento inicial) y 
la velocidad inicial (Brezis, 1984 ). 

Desde el punto de vista físico este modelo 
parabólico requiere que la existencia de su 
solución sea físicamente aceptable y 
"controlable". Matemáticamente esto se 
traduce en un problema de existencia, 
unicidad y dependencia continua de las 
condiciones iniciales y lo condiciones de 
contorno (Vera, 1984 ). 

Pero, una dificultad presenta la ecuación de 
evolución parabólica, como por ejemplo, no 
se tiene una solución generalizada para la 
existencia y unicidad. Así, frente a la 
dificultad, el análisis funcional es una 
herramienta fundamental en la investigación 
de los problemas de evolución, más 
precisamente, espacios funcionales dentro 
de la teoría de las distribuciones son usadas 
para el estudio de los teoremas de 
existencia y unicidad de la solución 
generalizada de las ecuaciones en 
derivadas parciales, las cuales han sido 
exitosamente usados por muchos 
matemáticos de gran prestigio como Adams 
(1975); Brézis (1984 ); Medeiros (1990). 

MARCO TEÓRICO 

Teoría de Distribuciones 
Los espacios serán definidos sobre un 
conjunto abierto .o. e Iffi.n. 

Definición (Soporte de una función) Sea 
<p una función real de variable vectorial. Se 
denomina soporte de <p al conjunto 
soprp = {x E Iffi.n /cp(x) * O}. 

Definición (EspacioC�(.O.)). El espacio 
e� (.O.) es el espacio vectorial de las 
funciones infinitamente diferenciables en .O. 
y tienen su soporte contenido en un 
compacto de .O.. 

Definición (Convergencia) Una sucesión 
de funciones ( epi) converge para 
para rp en e� (.O.) si satisface las 
siguientes condiciones: 
a) sop'[ cp i) e K , donde K es un compacto 
fijo en .O. , Vj = 1,2, ... 
b)( era converge uniformemente para 
cp en .o. , juntamente con todas sus 
derivadas de cualquier orden. 

Definición (Espacio de las funciones de 
prueba) El espacio de las funciones de 
prueba es el espacio vectorial e� (.O.) con 
la convergencia en C�(.O.) 

Definición (Espacio de 
Distribución).Una distribución sobre.O. es 
una funcional lineal T, continua en el 
espacio de las funciones de prueba D(.O.) . 
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Definición (Derivada de una 
distribución) La derivada de una 
distribución T sobre un abierto .n de �n es 
una funcional lineal � , continua en el 

axk 
espacio de las funciones de prueba D (f!) , 
definida por la relación 

aT a� _ 
(­, �) = ­ (T,­ a), \f� E D(f!), k = 1, n. 
axk Xk 

Espacios de Sobolev 
Sean e IR{.n un abierto y sea p E IR{. con 1 ::; 
p ::; 00, 

Definición (El espacio W1·P(fi) ) El 
espacio de Sobolev W1·P(n) es el conjunto 
de funciones u E LP(n) , tales que todas 
las derivadas parciales au , i = 1,2, ... , n, 

OX¡ 

pertenecen a LP (n) , en el sentido de las 
distribuciones sobren. 

El espacio w1,P(n) está dotado de la 
norma 

P P f lªulP llullw1,p = llullLP + ¿ ax- 
i=1 1 LP 

El espacio w1,P(n) es un espacio de 
Banach para 1 ::; p ::; oo ; w1,P(n) es 
reflexivo para 1 < p < oo y separable para 
1 ::; p < 00, 

Notación H1(n) = w1,P(n) , es el espacio 
de Sobolev de orden uno. 

(Adams, 1975) 

Definición (El espacio w;,P (fi) ) 
Sea p E IR{. con 1 ::; p < oo , se define el 

espacio wt·P (n) como la cerradura de 
D(n) en W1·P(n) , el cual está dotado de la 

p ­ n I au lp llullw1,p ­ Li=1 ox· o l LP 
El espacio wt·P (n) dotado de la norma 
inducida por W1·P(n) es un espacio de 
Banach separable; es reflexivo si 1 � p < oo 

(Adams, 1975) 

(Definición (El espacioHJ(fi)) Se define 
el espacio H5(n) como la cerradura de 
D(n) en H1 (n) , el cual está dotado con la 
norma 
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El espacio H5(n) es un espacio de Hilbert 
separable, con el producto escalar de 
H1(n). 

(Adams, 1975) 

Definición (El espacio LP (fi) ) 
Sea n un abierto de IR{.n .Denotaremos por 
LP(n), 1 � p < oo , el espacio vectorial de 
funciones <p definidas en n con valores en 
Il{ , medible, tal que l<plP es integrable en 
el sentido de Lebesgue. 

(Medeiros, 1990) 

Propiedades que serán usados para la 
existen y unicidad de la solución 
generalizada 
Lema de Gronwall Sea <p: (O, T) ➔ IR{. 
absolutamente continúa tal que 
<p(t) 2:: O \ft E (O, T). Si 

<p(t) ::; c1 + c2 J; <p(s)ds , entonces <p(t) ::; c 
(Medeiros, 1990) 

Desigualdad de Holder Sean p E [1, oo > 
y q E [1, co > su exponente conjugado, 
entonces 

f nluvl ::; llullp;nllvllq;n; Vu E LP(n), v 
E Lq (n) 

Para p y q en < 1, oo > la desigualdad del 
Holder se escribe 

f nluvl::; (f n1ulP/1P(f nlulq//q; Vu 
E LP ( n), V E L q ( n) 

En particular si p=q=2 se tiene la 
desigualdad de Schwartz. 

f nluvl::; (f nlul2)½(J nlul2/h; Vu 
E L2(n), V E L2(n) 

(Brézis, 1984) 
Desigualdad de Minkowsky 
(f nlu + vlP) i¡P 

:::;; (f n lulP//p 
+ (f nlulq//q; Vu E LP(n), v 
E Lq (n) 

(Brézis, 1984) 

norma 
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En éste artículo es considerado material 
de estudio un modelo matemático 
referente a la distribución de temperatura 
(propagación del calor, etc.) en un dominio 
D. e �n en el instante t. 

Sea .o. un conjunto abierto, acotado 
y bien regular de �n, cuya frontera lo 
denotamos por r. Así mismo, se denota 
Q = .O.x]O,oo[, 
r = rx]O, =l ; r es la frontera lateral del 
cilindro Q. 

Consideremos el problema siguiente 
en que dados u0 E L2 (D.) y f E L2 (Q) hallar 
una función real u = u(x, t) definida en Q, 
tal que 

{ au - .1u = f en Q at (11) u= O sobre r · 
u(x, O) = u0 (x) en n 

, donde ll= Lb=i � designa el Laplaciano áx¡ 
respecto de las variables espaciales, t es 
la variable tiempo, u0 y u1 son funciones 
dadas (Medeiros , 1990). 
El método usado es el método de Faedo - 
Galerkin-Medeiro que consiste en obtener 
una secuencia aproximada del problema 
(1.1), por medio de estimativa a priori la 
sucesión que converge para la solución del 
problema. 

RESULTADOS 
Existencia de la solución generalizada 
de la distribución de temperatura: 
Existe una solución débil o generalizada 
para el problema parabólico (1 .1), es 
decir una función 
u E Cº([O, T]; H5(.0.)) n L2(0, T; L2(.0.)) 

satisfaciendo: :t (u' (t); v) + a(u(t); v) = (f(t); v)'v'v E 

H5(.0.) , en el sentido de D'(O; T) . 
Unicidad de la solución generalizada 
de la distribución de temperatura: 
La solución generalizada u E 
Cº([O, T]; H5(.0.)) n L2(0, T; L2(.0.)) del 
problema parabólico (1 .1 ) es única. 

DISCUSIÓN 
La matemática, en tanto es una ciencia 
eidética o formal ­ como dice Bunge ­ 
utiliza el método deductivo, es decir, que 
mediante deducciones lógicas, obtiene 
verdades o afirmaciones a partir de 
axiomas previamente formuladas. 

Existencia y unicidad de la solución 
generalizada de la distribución de 
temperatura 
Teorema. Sean f E L2 ( o, T; L2 (D.)) , 
u0 E H5 (D.). Entonces existe una uruca 
función u E Cº([O, T]; H6(il)) n 
L2 (O, T; L2 (il)) 
Solución generalizada de (1.1 ), que 
satisface: 

d 
dt (u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t). v) 

'v'v E H5 (il) en el sentido de D' (O, T) 
u(O) = u0 

Demostración 
Considere los autovalores del 

La pi aciano ­/l: A1 < A2 < A3 < ·· · < Av < 
···Y, sus autofunciones wi, w2, •.• , w.; ... la 
cual es una base ortonormal completo en 
H5(.0.) tal que 

a(wv, v) = Av( (w., v)), 'v'v E H5(.0.) 
Sea el subes_p_a_c_ io _ 

Vm = lw.. w2, ... , Wm] = H5(il) 
, y considere la solución aproximada 
um: [O, tm] ➔ H5(il) , definida como la 
serie 
Um(t) = L�=1Cum(t), Wv)Wv , que es 

solución del problema aproximado: 

{f.Cum(t� v) + a( Um�l,: = (f(t), v) \/v E v: en D'(�, Tl) 
Um(O) - Uom, Uom - Lv=1(um(t), Wv)Wv ➔ u0 en Ho(.íl) 

(2) 
La demostración del Teorema se divide en 
etapas: 
Etapa1. Convergencia de las 
soluciones aproximadas en el espacio 
L2(0, T; L2(fl)) y Cº([0, T]; HJ(fl)) : 
Sea v = w., en (2), se tiene que 
:t ( (um(t), Wv)) + Av( (um(t), Wv)) = 
(I(t), Wv) (3) 'v'wv E Vm , en el 
sentido de la D'(O, T). 
La ecuación (3) tiene la forma de una 
E.O.O: 
:ty(t) + Auy(t) = g(t) � (ye"ut)' 

= éutg(t) 

� y(t)eAvt -y(O) = f eAv5g(s)ds 

� y(t) = Yoe-Avt + J; eAv(s-t)g(s)ds 
, y entonces 
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lum - unlcº([o,T],L2(n)) 

= max lum(t) - un(t)IL2(n) 
0:St:ST 

➔Ü 
y se concluye que 

Si (um) es de cauchy en Cº([O, T], L2(il)) 
entonces um ➔ u en Cº([O, T], L2(!1)) 

Si (um) es de cauchy en c0([o, T], H6(!1)) 
entonces um ➔ u en c0([o, T], H6(n) ). 

De (2) tenemos que :t Cum(t), v) + a(um(t), v) = (f(t), v) 
(9) 
'vv E Vm en el sentido D' (O, T) 
y multiplicando por 0 E D(O, T) e 

integrando de O a T en (9) se obtiene 
- f0T (um(t), v) :t 8(t)dt + 

f0T a(um(t), v)8(t)dt = 
f0T (f(t), v)8(t)dt "i/8 E D(O, T) 
(1 O) 
Aplicando la convergencia a las 
expresiones en (1 O) se obtiene 
rT d rT 
Jo (u(t), v) dt 8(t)dt + Jo a(u(t), v)8(t)dt = 
f0T (F(t), v)8(t)dt "i/8 E D(O, T). 

(11) 
De ( 11) se obtiene f :t (u(t), v) 0(t)dt + f a(u(t), v)0(t)dt 

= f (f(t), v)0(t)dt ve E D(O, T) 

, y resulta :t (u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) 
vv E Vm en sentido D' (O, T). 

Por tanto Vm = H6 (il) , y 
d 
dt (u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) 'vv 

E H6(il) 
Etapa2.Verificación de las condiciones 
iniciales: 
Se sabe que um ➔ u en Cº([O, T], L2(il)) 
En particular en el origen, se tiene 

um(O) ➔ u(O) en Cº([O, T], L2(il)) 

u(O) <- u0m: = I�=l (u0, Wv)Wv ➔u0 

Se concluye que u(O) = u0 

Etapa3. Unicidad de la solución 
general izada 
'vv E H6 (il) en el sentido de la D' (O, T), se 
tiene 

1 

+ ( I::J'=nlJ; e-Av(t-s) 
12 

ds J;I (f(t), Wv)l2 ds )' 

Pero, de (7) se tiene que 

lit 1 ¡e-Av2t 1 

0 

e-Jv(t-s)2 = 
� ( 

eAvt _ 1) = 

=l­ 1 (e-Avt _ e-Av2t)I � 2Av 
(8) 

1 

(r�=nlf; e-Av(t-s)l2 ds f;l(f(t), Wv)l2 ds y= 
( 1 t )1/2 
Ji f

0 L�=nl (I(t), Wv) l2ds ➔Ü si m, n ➔ 

00 

Luego, f E L2(0, T; L2(il)) , y llfllL2(n) � e 
donde f(t) = Le1=1(f(t), wv)wv .Por tanto 
lum (t) - un (t) l�2cn) ➔ O entonces 
(um) es de cauchy en L2(!1) . 
De igual manera tenemos 

_ 1 2 = 2-_ 
2A1 A1 
De (7) y de (8) se obtiene que 

( (um (t), Wv)) 
= ( (uom (t), Wv) )e-Avt 

+ f e-Av(t-s) (f(t), Wv)ds ( 4) 

Por la Identidad de Parseval se tiene 
lum(t) - Un(t)IZ2cn) = L�=n[(Cum(t), v))J2 

(5) 
Reemplazando (4) en (5) se obtiene 

lum(t) - Un(t)IZ2cn) = 
L�=n[ ( (Uom (t), Wv) )e-Avt + 

t ]2 + f0 e-Jv(t-s)(f(t), Wv)ds (6) 
Aplicando la desigualdad de Minkowsky en 
(6) se tiene 
lum(t) - Un(t)IZ2cn) 

1 

:', (�l(CuomCt), Wv))e-Avtl2 r 
+ 

(�1e-Av(t-s)(f(t), Wv)ds¡2) 
1/2 

� 
( 

1 
12)1/2 L�=n ((Uom (t), Wv))e-Avt + 

+ ( I::J'=nlJ; e-Av(t-s)(f(t), Wv)dsl2) 1/2 

y por tanto se obtiene 
)lum(t) - Un(t)IZ2cn) � 

1 

(r�nl(CuomCt), Wv))l2)2 + 
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La identidad de Parseval 
Si f E L2, llfllL2 = llfllL2 

, donde f(x) = f f(t)e-znixt dt 

(Ortiz, 1988) 

MATERIAL Y MÉTODOS 

{� (u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) 
dt 

u(O) = u0 

(12) 
Sean u1 y u2 dos soluciones del problema 
(12) tal que 
. 12 

{� (ui(t), v) + a(ui(t), v) = (I(t), v) 
l = dt 

, , ui(O) = Uo 
(13) 
Restando las dos ecuaciones en (13) se 
obtiene 
{� (u1 (t) - uz(t), v) + a(u1 (t) - uz(t), v) = (f(t), v) 

dt 
(u1 - u2)(0) = u1 (O) - uz(O) = u0 - u0 = O 

(14) 

En particular sea w = u1 - u2 E H5 (.n) y 
reemplazando en (14) se tiene 
{� (w(t), w(t)) + a(w(t), w(t)) = O 

dt 
w(O) = u0 

(15) 
Por propiedad de producto interno en 

(15), se cumple 

{:t lw(t)l�2(n) + a(w(t), w(t)) = O 

w(O) = u0 

d z 
dt lw(t) IL2(n) 

d z 
::S; dt lw(t)IL2(n) 

+ allw(t)ll�Mn) :::; 
d z 

::S; dt lw(t)IL2(n) 

+ a( w(t), w(t)) = O 

Pero, de (16) se obtiene 

{:t lw(t) l�2(n) ::S; O 
w(O) = u0 

(17) 
Sean cp(t) = lw(t) 1 �zen), 

c1 = c2 = O . Aplicando el lema de 
Gronwall se obtiene 
cp(t) :::; O , entonces 
lw(t) l�2(n) = O ⇒ w(t) = O. 
Por lo tanto u1 (t) = u2 (t) 

CONCLUSIONES 

Al considerar un problema de valor inicial 
y de frontera en el caso que puedan 
poseer soluciones no diferenciables en 
el sentido clásico e incluso discontinua, 
se estableció la existencia y unicidad de 
una solución débil o generalizada para 
una ecuación diferencial parabólica que 
modela la distribución de temperatura 
sobre la frontera de un dominio cilíndrico 
sometida a una fuerza externa. 
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