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EXISTENCIA'Y UNICIDAD DE LA SOLUCI,(')N GENERALIZADA DE UNA
ECUACION DIFERENCIAL HIPERBOLICA QUE MODELA LA
PROPAGACION DE UNA ONDA EN UN MEDIO ELASTICO SOMETIDA A
UNA FUERZA EXTERNA

EXISTENCE AND UNITY OF THE GENERALIZED SOLUTION OF A HYPERBOLIC
DIFFERENTIAL EQUATION THAT MODELS THE PROPAGATION OF A WAVE IN A
ELASTIC MEDIUM SUBJECT TO AN EXTERNAL STRENGTH

Jhony Alfonso Chavez Delgado, Luis César Méndez Avalos’
Eduardo Rodriguez Delgado, Luis Asuncién Lopez Puycan®

El propésito de este articulo fue investigar, cdmo con el desarrollo del analisis funcional y la teoria de
distribuciones se pueden establecer soluciones generalizadas que permiten resolver ecuaciones
hiperbdlicas que modelan la propagacion de una onda en un medio elastico sometida a una fuerza
externa. Desde un punto vista fisico, este modelo hiperbdlico requiere que la existencia de una solucién
sea fisicamente aceptable y “controlable”. Matematicamente esto se traduce en problemas de
existencia, unicidad y dependencia continua de las condiciones iniciales y de contorno. Se emple¢ para
el desarrollo del articulo el método logico deductivo para demostrar la existencia y unicidad de la
solucién generalizada del problema de evolucion hiperbélica, que consistié en aproximar la solucion del
problema por autofunciones lineales de dimension finita para luego construir un subespacio denso en un
espacio de Hilbert separable. Luego lo dividimos en etapas: Acotacion de las soluciones aproximadas,
convergencia de las soluciones aproximadas y verificacion de las condiciones iniciales. Asi mismo, se
demostré la unicidad de la solucion generalizada.

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales hiperbdlicas, existencia y unicidad de la solucion
generalizada.

ABSTRACT

The purpose of this article was to investigate that with the development of functional analysis and
distributions theory itis possible to establish generalized solutions that allow solving hyperbolic equations
that model the propagation of a wave in an elastic medium subjected to an external force. From a physical
point of view, this hyperbolic model requires that the existence of a solution

be physically acceptable and "controllable". Mathematically this translates into problems of existence,
uniqueness and continuous dependence of the initial and boundary conditions. The deductive logic
method was used for the development of the article to demonstrate the existence and uniqueness of the
generalized solution of the problem of hyperbolic evolution, which consisted in approximating the solution
of the problem by linear autofunctions of finite dimension and then constructing a dense subspace in a
Hilbert space Separable. Then we divide it into stages: Approximation of approximate solutions,
convergence of approximate solutions and verification of initial conditions. Likewise, the uniqueness of
the generalized solution was demonstrated.

Keywords: Hyperbolic differential equations, existence and uniqueness of the generalized solution.
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INTRODUCCION

En el estudio de los fenémenos de la naturaleza
surgen dos tipos de ecuaciones diferenciales:
las ordinarias y las parciales. Ambas
constituyen un amplio mundo matematico de
gran valor en el desarrollo de las matematicas.
Pero una ecuacion diferencial, por si sola, no es
suficiente para dar informacién concreta sobre
un determinado problema. Al estudiar a la
naturaleza es necesario dar condiciones extras,
que fundamentalmente, son del tipo:
Condiciones iniciales y/o condiciones de
contorno. Asi en forma natural surgen los dos
problemas basicos de la teoria: El problema de
Cauchy y el problema de valor en la frontera.
(Ortiz, 1998) ecuacion diferencial parcial
hiperbdlica

Las ecuaciones de evolucidon son ecuaciones
en derivadas parciales, las cuales describen
procesos que se desarrollan con el tiempo. En
una ecuacion de este tipo, el estado inicial del
sistema es parte de los datos auxiliares que
tiene un problema bien planteado.

Consideremos una ecuacién hiperbdlica,
representado por un modelo matematico
referente a la propagacién de una onda
(acustica, electromagnética, etc.) en un medio
elastico homogéneo sometida a una fuerza
externa. Para una ecuacion de este tipo, las
condiciones de Dirichlet expresa que la barra
elastica esta fija en el borde de la frontera y el
estado inicial del sistema son los datos de
Cauchy: La configuracién inicial (también
llamado desplazamiento inicial) y la velocidad
inicial. (Brézis ,1984)

Pero una dificultad presenta la ecuacién
hiperbdlica, como por ejemplo, no se tiene una
solucién generalizada para la existencia vy
unicidad. En estos términos, el problema es
establecer la existencia de una funcion solucion
que satisfaga las condiciones iniciales y de
contorno, y verificar que esta solucién es Unica.
Determinar la existencia y unicidad de la
solucion correspondiente a una modelado para
la propagacién de una onda en un medio
elastico homogéneo, es un problema delicado
que nos propusimos investigar, ya que no
disponiamos hasta ese momento de ningun
medio para existencia y unicidad salvo que
hallemos efectivamente la solucién clasica de la

ecuacion de evolucién hiperbdlica, lo que
puede resultar dificil sino imposible.

Asi, frente a la dificultad, el analisis funcional es
una herramienta  fundamental en la
investigacion de los problemas de evolucion,
mas precisamente, espacios funcionales dentro
de la teoria de las distribuciones que son
usadas para el estudio de los teoremas de
existencia 'y unicidad de la solucidn
generalizada de las ecuaciones en derivadas
parciales, las cuales han sido exitosamente
usados por muchos matematicos de gran
prestigio como Adams (1975); Brézis (1984);
Medeiros (1990)

La investigacibn  es un problema sobre la
existencia y unicidad de una solucién
generalizada de una ecuacion diferencial
hiperbdlica que modela la propagaciéon de una
onda en un medio elastico sometida a una
fuerza externa, la que se justifica porque
permite analizar los problemas provenientes de
la fisica-matematica, modelado por ecuaciones
de evolucién en el lenguaje de la teoria de las
distribuciones y del analisis funcional. Asi
mismo, permitira aplicar los métodos vy las
técnicas de la propagaciéon de una onda al
estudiar otras ecuaciones diferenciales,
parciales.

La aparicion de la funcién delta de Dirac,
conocida desde la época de Fourier, jug6 un
papel central en el manejo de nuevas ideas, lo
que se fortaleci6 con su uso por parte de
Heaviside, y por el trabajo de Dirac en el estudio
de la mecanica cuantica. Todo ello, entre otros
aspectos, fue consolidado con nuevos aportes,
por el matematico francés Laurent Schwartz al
idealizar la teoria de las distribuciones (1940);
se abre asi una nueva era en el estudio de las
ecuaciones en derivadas parciales. (Ortiz,
1998)

Teoria de Distribuciones
Los espacios seran definidos sobre un conjunto
abierto 0 c R™.

Definicidon (Soporte de una funcién) Sea ¢
una funcion real de variable vectorial. Se
denomina soporte de ¢ al conjunto

sopp = {x € R/ (x) # 0}.
Definicion (EspacioC;’(Q2)) El espacio C5°(Q)
es el espacio vectorial de las funciones
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infinitamente diferenciables en Q y tienen su
soporte contenido en un compacto def).

Definicién (Convergencia) Una sucesion de
funciones ((p]-) converge para para ¢ en Cg°(Q) ,
si satisface las siguientes condiciones:

a) sop(cpj) c K, donde K es un compacto fijo
enQ,vj=12,..
b)(q)j) converge uniformemente para ¢ en(,
juntamente con todas sus derivadas de
cualquier orden.

Definicion (Espacio de las funciones de
prueba). El espacio de las funciones de prueba
es el espacio vectorial Cy(Q) con la
convergencia en Cg(Q) .

Definicion (Espacio de una Distribucion)
Una distribucion sobre( es una funcional lineal
T, continua en el espacio de las funciones de
prueba D(Q) .

Definicion. (Derivada de una distribucion) La
derivada de una distribucion T sobre un abierto
Q de R" es una funcional lineal ;TT , continua en

k

el espacio de las funciones de prueba D(Q) ,
definida por la relacién
oT

do N
(a—xk,q)) = _(T'O_xk)'V(p € D(Q),k =1,n.

Espacios de Sobolev

SeaQl c R™ un conjunto abierto y sea p €
Rconl<p < oo

Definicion. El espacio de Sobolev WP((Q)) es
el conjunto de funciones u € LP(Q) , tales que
todas las derivadas parciales.

% ,i=1,2,..,n, pertenecen a LP(Q) , en el

sentido de las distribuciones sobre().
El espacio WP (Q) esta dotado de la norma

p

n
ou
p — p -
allZp = Il +Zl o
i=

ilp

El espacio WP(Q) es un espacio de Banach
para 1 < p < o ; WP(Q) es reflexivo para 1 <
p < ooy separable para1 < p < co.

Notacion. H1(Q) = WP(Q), es el espacio de
Sobolev de orden uno.

Definicion. (El espacio WP(Q) ) Sea

pERconl<p<oo , se define el espacio

W, (Q) como la cerradura de D(Q2) en WP (Q)

, el cual esta dotado de la norma ||u||f,’v1_p =
0

au|P

o

n
i=1

LP

El espacio W(}‘p (Q) dotado de la norma inducida
por WP(Q) es un espacio de Banach
separable; es reflexivosi 1 < p < «

Definicion. (El espacioHj(Q) ) Se define el

espacio H(Q) como la cerradura de D(Q) en
H'(Q) , el cual esta dotado con la norma

n
iz, =S 122
u H(l’ - Z |6Xi
i=1

L2

El espacio H}(Q) es un espacio de Hilbert
separable, con el producto escalar de H'(Q).

Propiedades que seran usados para la
existencia y unicidad de la solucion
generalizada

Teorema de Lax-Milgram. Sea a:VxV - R
una forma bilineal continua 'y coercivaen Vyf €
V'. Entonces existe un Unico u€eV tal que
a(u,v) =(f,v) Vv e V.

Lema de Gronwall. Sea ¢:(0,T)—>R
absolutamente continua tal que ¢@(t) >0 Vte

0,T) .Si ()< +c, fotcp(s)ds , entonces
o) <c.

MATERIAL Y METODO

En la investigacion nuestro material de estudio
fue un modelo matematico referente a la
propagacion de una onda (acustica,
electromagnética, etc.) en un medio elastico
Q c R™. Sea Q un conjunto abierto, acotado y
bien regular de R", cuya frontera lo denotamos
por I'. Considere el cilindro Q = Q x (0, T) siendo
0 < T < +o.La frontera lateral del cilindro Q,
sera representada porl. AquiX =Tx(0,T).

El problema de hiperbdlico no
homogéneo consistié en que dados u, € L2(Q)y
f € L2(Q) encontrar una funcion real u = u(x, t)
definida en Q, satisfaciendo las siguientes
condiciones
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I( %—AuzfenQ

(1.1) u=0 sobreX
" lu(x,0) = uy(x) en Q

Ju(x,0) _
0 = u; (x) en Q

2
, dondeA= Z?:laa? designa el Laplaciano

respecto de las variables espaciales, t es la
variable tiempo,u, y u; son funciones dadas.

Se empled en el desarrollo del articulo
el método l6gico deductivo, para demostrar la
existencia y unicidad de la solucidn
generalizada para el problema de evolucion
hiperbdlica; que consisti6 en aproximar la
solucion del problema por autofunciones
lineales de dimensién  finita, para luego
construir un subespacio denso en un espacio
de Hilbert separable.

RESULTADOS

Existencia de la solucién generalizada de la
propagacion de una onda

Acotacioén de las soluciones aproximadas:
Siv =u,(t) en la solucién del problema
aproximado %(u’m(t), u, (0) +

a(uy, (1), w, (v) = (f(t), uy, (t)), entonces
U (Olp2) < c.

Convergencia de las soluciones aproximadas:
Existen subsucesiones de

(uy) y (uy,) tales que

u,, — w débil estrella en L°°(0, T; L2 (Q)) Y
Uy, = u débil estrella en L (0, T; H3 ()
entonces

S WO +au®,v) = ()

vv € H{(Q) en D'(0,T).
Verificacién de las condiciones
iniciales:i) u(0) = wuyii) u; = u'(0)

Unicidad de la soluciéon generalizada de la
onda

Sean i, (t) y i, (t) dos soluciones que
satisfacen la ecuacion

—(uy,v) — [3 (W'(6), V)0’ (D) dt +

[ alum(®,v) 0(Ddt = [ (f(1),v) 0()dt
entonces @i, (t) = i, (t)

DISCUSION

Existencia y unicidad de la solucién
generalizada de la onda

Teorema. Sean fe12(Q),u, € H}(Q), u, €
L2(Q). Entonces existe una unica u:[0,T] - H}
solucién generalizada de (1.1) que satisface:

S +au®),v) = 10,
vv € H}(Qen el sentido D'(0, T)
u € L°(0, T; HA(Q))
u’ € L0, T; 12(0))
u(0) =g
u’(0) = uy

Demostracion

El espacio H}(Q) es un espacio de Hilbert
separable, entonces existew;,w,,...,w, una
base ortonormal completo en HI(Q) . El
espacio V., = [wy,w,,...,w,] €s un espacio
denso enH3(Q) .

Considere el problema aproximado:

(1) S u®,v) +a(un(©),v) =

(f(t),v) Vvvel,

Um(O) = Upm ,Upm = Z\K;ﬂ=1 Aoy Wy = Ug )
enH(Q)

u}n(O) = Ujm,Uim = Z\rznzl Blv wy, = Uy ) en
L2(Q).

La demostracién se divide en etapas:

Etapa 1. Acotacion de las soluciones
aproximadas:

Sea v=uy,(t) , y sustituyendo en (1) se
obtiene

(2) < (U (9, U () + alu (1), upy () =
(F(0), Ui (1)),

Aplicando propiedades a (2) tenemos

dlum®[ 2. 1 da(um (O, um(t)
— @ +5% = (f(t), u, ()

dt
@) 52210 1720 + 2, um(®)] =
(f(), up (V).

Integrando (3) sobre [0, t] resulta

(4)% [Zlu;n(t)ﬁz(m + a(um(t),um(t))] =
%[Zlu‘m(o)liz(n) + a(um(O),um(o))] +
I (E(O), upm (D) dt.
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Aplicando en (4) la propiedad en la forma
bilineal que a es coerciva, se obtiene

1
2l (O12q) + o i O1Z1 )] <

< ft(f(t),u'm(t))dt <c
0

t
+J |f(s)|L2(Q) |u}n(s)|L2(Q)dS S
0

1 t
<c+> f|f(s)|Lz(mds+ flum(s)ILz(mds
<c+-= jlf(s)ILz(Q)ds+—f Iu’m(s)liz(ﬂ)ds

=C + J-lum(s)ll_,z(ﬂ)
Por consiguiente
Bum®20) < €1 +5 [y Tum($) gy ds = ¢ +

t
C2 fo |um (s) ILZ(Q) ds

Aplicando Gronwall en (5) tenemos
Iu'm(t)lfzm), es acotada e independientemente
de ty m, es decir,

[um Oz < c

Conclusion:

(u,,) es acotado en el espacio L°°(O, T; 12 (Q))
(up) es acotado en el espacio L* (O, T; H%(Q))

Etapa 2. Convergencia de las soluciones
aproximadas:

Sean las subsucesiones de
(u,) y (uy) tales que
(6) uj, — w débil estrella en L(0, T; L2(Q))
(7) up — u débil estrella en L°(0, T; H3 (Q) )Por
el estudio de L! en (6) y (7) se obtienen
(8) f; (i (), w()) dt — [ (w(®), w(®) dt
vw € L}(0, T; L2(Q)) , y
9)f; ((m(®,w(®)) dt — [ (u(®, w(®) dt
vw € L}(0, T; H3 (Q)).
En la ecuacién aproximada (1) se tiene
v € V,, en D'(0, T), en particular sea v = 06(t)z
tal que z € L2(Q) y06 € D(0,T).
Entonces, integrando se obtiene
d
7t/ 0 Um(©B(Dzdx + a(un (1), 6(H)2)
= [, f(H6(t)zdx

T T

SToJy um®B(Dzdtdx + f; alum(t),6(0)z) dt =

Jq fOT f(t)0(t)zdtdx

(10)[, [} wn(D0' (Dzdtdx +

[} a(un(©,0(02) dt = [, [ f(©)8(Dzdtdx .
Sea w € L}(0, T; L?(Q)) tal que w(t) =
0'(t)z,z € L2(Q) y 8'(t) € D(0,T)

Por la parte (6) tenemos

T
_fn f u, (£)6' (t)zdtdx
0

T
- —fﬂj u' ()0’ (t)zdtdx
Por otro lado se tiene
(11)  aluy(v),6(H)z) = ((um(t),e(t)z)) en el
espacio Hj(Q) , y para todo
w € L1(0, T; H1(Q)) tal que w(t) = 8(t)z.

Entonces se tiene
T

T
f a(uy (), 0(D2)dt = f ((up(©,0(02) dt
0

0
Por la parte (7) tenemos

[ ((um(®,0(02)) dt -
fOT((u(t),G(t)z)) dt = fOTa(u(t),G(t)z)dt,

Y reemplazando en (10) se obtiene

T T
—fnf u'(t)@’(t)zdtdx+f a(u(t),6(t)z)dt =
0

0

T
=/, f f(t)0(t)zdtdx
0
d T ) T
afnj; u (t)(;)(t)zdtdx+f0 a(u(t),0(t)z)dt =
T
=/, f f(t)0(t)zdtdx
0
(12) < [ (®B(Dzdx + a(u(t), 6(t)z) =

Jq f(©O(D)zdx .

Se sabe que v = 6(t)z y reemplazando en (12)
resulta que

(13)% (' (©),v) +a(u(t), v) = (£(1),v) Vv e
Hs(Q)

En el sentidoD’(0,T) .

Etapa 3. Verificacion de las condiciones
iniciales de la solucién generalizada

Primero se demuestra que u(0) = u,

De (6) sabemos que

u, — u débil estrella en L (O, T; H3 (Q))

, y al integrar sobre [0, T] se obtiene
(14) f, (U (®, W) dt = [ (u(®), w(t) dt

vw € L}(0, T; H3 ().

Sea w(t) = 6(t)z,z € H}(Q) tal que 6(0) =
1;6(T) = 0. En (14) se obtiene
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(15)f, (un (D), 2)8(0) dt > [ (u(6), 2)8(0) dt

Integrando por partes en (15) se obtiene (16)
foT(um(t), 2)0(t) dt = —(u,,(0),z) —
L (D), )00 dt

0 dt

Aplicando convergencia en (16) resulta

(17)f0T(u(t),z)é(t) dt = —(ug,z) —
Jy & u(v), 8D dt.

Integrando por partes en (14) se obtiene

(18)  J, (u(®),2)8(t) dt = —(u(0),2) —
[ < (u(®),2)8(Ddt

0 dt

Por la unicidad de limite en (17) y (18) se
obtiene

(u,2) = (u(0),2) vz € Hy(Q) ,
Y en particular para z € D(Q) resulta que
uy =u(0)m

Segundo se demuestra queu; = u’(0)
En (1) multiplicando por 0eC([0,T;R) e
integrando de [0, T] se  obtiene

(19) Jy 4 (i (0,6 (E)dlt +

Jy aunm(),v) 8(Ddt = [/ (£(D), v) 8(D)dt
En (19) tenemos

Jy & (i (), V)8Rt == (ujy (), V)BT —

foT (up (D), V)O'(t) dt,

Y resulta que fTi(u‘m(t),v)e(t)dt =

0 dt
— (U (0),v) — f; (up (), V)6’ (D) dt

Reemplazando en (18) se obtiene

(20) —(ufn(0),v) = [} (ufn (1), VO’ (1) dt +
+J; alum(),v) 8Dt = [ (F(1),v) B(D)dt

Aplicando la convergencia a (20) se obtiene

(21) —(uy,v) = [ (' (), V)6’ (D) dt +
foT a(uy (1), v) 8(H)dt = fOT (f(t),v) B(t)dt

Por otro lado de (13) tenemos que

%(u’(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) vv € H3(Q)

en el sentido D'(0, T).

Integrando de [0, T] la ecuacion anterior se
tiene

|
(22) f CIORTIGET
0 T
+ f a(u(0),v)8(0)dt =

0
T

_ f (£(t), v)B()dt
0

vv € H3(Q) en D'(0,T), y resulta

(23) [, < @'(D),v) 8()dt = —(u'(0),v) -
fOT(U’(t),V)G’(t) dt.

Reemplazando en (23) en (22) se obtiene

(24)- (' (0),v) — [ (w' (1), V)6’ () dt +
+ J, a(u(®),v) 8(Ddt = [/ (F(D),v) B(D)dt

Comparando (21) y (24) se tiene que(uy,v) =
(u'(0),v)vv € H3(Q), en particular Vv €
D(Q)resultau; = u'(0)m

Etapa 4. Unicidad de Ila solucion
generalizada

Sean u; u, dos soluciones satisfaciendo (21)
tal que

(25) w() = 1, (D) — T, (0.

Calculando el valor cuando t=0 en (25) se tiene
w(0) = 1i;(0) — 1i,(0) = uy —uy = 0.

Haciendo u’(t) = @;'(t) y u'(t) = G,'(t)en (21)
se tiene

(26)—(uy,v) — J, (@' (), V)6’ (V) dt +

+ J, a(y(©),v) 0(0dt = f, (f(1),v) 8()dt
(27)~(up, ) — [, (8,"(9), )0 () dt +

+ Jy aii,'(©),v) 8(Ddt = [ (F(D),v) B(D)dt
Restando (26) de (27) se obtiene
(28) - foT(w’(t), ve' (1) dt +
[ a(w(t),ve(D) dt = 0
Pero W(t) = vB(t) , entonces en (28) tenemos
(29)

— [Sw'(0), (vO(©)") dt + [ a(w(b), ve(D) dt =
0
(30)
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— [[(w' (@, %@ ®) dt + [, a(w(t), W) dt =0

vw(t) € L1(0, T; H3(Q)) .

Si €scogemos w(t) = {
0,t>s

entoncesw’(t) = w(t).

Entonces sustituyéndolo en (30) se obtiene

—f (w'(0), W(b)) dt +f a(w(t), w(t))dt=0
0 0
-1 t d 5 t _
- fo WOz dt+ fo a(w(®), W(1))dt =0
-1 rtd
TL ElW(t)liz(n) dt
+ %fo %a(w(t), w(t)dt =0
-1 2 2
(31)? [lW(t)lLZ(Q) - |W(0)|L2(Q)] +
~[a(W(©, #(©) - a(®(0), #(0))] = 0
Se sabe que  w(0) =0y W(t) =0 entonces

(WO, W(0) =T [ 525 2de =0, de

donde resulta a(®(0),w(0)) =0

Reemplazando en (31) se tiene que
—%|W(t)|iz(ﬂ) = 0 entonces w(t) = 0 para

0 <t <s.Seconcluye i@i;(t) =t,(HV0<t<
Tm

Jwdt,t<s

CONCLUSIONES

Existe una solucion débil para el problema
hiperbdlico, es decir una funcién

u: [0, T] - H3(Q), tal que

S®,v) +a@®,v) = ({©),v).

vv € H{(Q) en sentido de D'(0,T).

La solucion generalizada  u:[0,T] - H(Q)
del problema hiperbdlico es unica.
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