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DEDUCCION DE UN MODELO MATEMATICO PARA DETERMINAR LA
CONCENTRACION DE CONTAMINANTES EMITIDOS AL AIRE

DEDUCTION OF A MATHEMATICAL MODEL TO DETERMINE THE CONCENTRATION OF
AIR-CONTAINED CONTAMINANTS

Valerio Bonifacio Chavez Anticona’
Jorge Luis Lozano Cervera?®

El aire que respiramos en la actualidad esta muy contaminado por las diferentes concentraciones de
contaminantes que se emiten hacia él. Para medir el impacto que producen las concentraciones de
contaminantes que se emiten al aire, existen equipos fijos y moviles que son muy costosos y en un pais
subdesarrollado como el nuestro, tenemos limitaciones para su adquisicion, por tal motivo tenemos que
buscar otra alternativa paratal fin.

Los modelos matematicos son herramientas muy adecuadas y precisas para tratar de medir las
concentraciones de los contaminantes emitidos al aire, solamente que se requiere de mucha experiencia
y de mucha informacion para alimentar a dichos modelos.

Es por ello que en esta investigacion, tratamos de deducir un modelo matematico que nos permita
obtener la concentracién de cualquier contaminante emitido al aire. Con la obtencion de este modelo
matematico, podemos predecir, hasta en el futuro, de cémo sera la contaminacion de cierto
contaminante emitido al aire.
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ABSTRACT

AbstractThe air we breathe today is heavily contaminated by the different concentrations of pollutants
emitted to it. In order to measure the impact of the concentrations of pollutants emitted to the air, there are
fixed and mobile equipment that are very expensive and in an underdeveloped country like ours, we have
limitations for its acquisition for that reason we have to look for another alternative for this purpose.
Mathematical models are very suitable and precise tools to try to measure the concentrations of the
pollutants emitted into the air, but it requires a lot of experience and much information to feed these
models.

This is why in this research we try to deduce a mathematical model that allows us to obtain the
concentration of any pollutant emitted into the air. With the obtaining of this mathematical model, we can

predict until the future of what will be contamination of certain pollutant emitted to the air.
Key words: Pollution, air, mathematical model, pollutant.

INTRODUCCION visible en las fronteras que los separan de otros

liquidos, gases o solidos. Los cambios de presidn
Trataremos describir las teorias basicas que nos debidos al movimiento apenas cambian el
planteado en este trabajo de investigacion. considerar como fluidos incomprensibles en la

mayor parte de las aplicaciones. En los gases, en
cambio, |a distancia intermolecular es grande y las
fuerzas de interaccion tan pequefias que en un
movimiento térmico aleatorio las moléculas del
gas se difunden para ocupar todo el espacio
disponible. También en presencia de cambios de
presion relativamente pequefios se producen
cambios de densidad importantes

Los dos tipos existentes de fluidos, liquidos y
gases, comparten las caracteristicas de fluidez, lo
cual permite hacer un planteamiento comudn a
ambos, aunque existan diferencias importantes
en su comportamiento. En los liquidos la distancia
entre moléculas es pequefia, por lo que existe una
importante fuerza de atraccion especialmente
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(comprensibilidad). De todas formas, si las
diferencias de presién debidas al movimiento son
pequefias (lo cual ocurre a velocidades bajas) y
no hay efectos térmicos importantes, veremos
que se puede simplificar el planteamiento del
movimiento del gas suponiéndolo incomprensible.
(Pefia, 2000)

La masa es la propiedad que tiene un cuerpo de
fluido, es la medida de la inercia o resistencia a
cambiar el movimiento de éste. También es la
medida de la cantidad de fluido, a la masa lo
denotaremos por el simbolo m (Mott & Brito,
2006). A su vez también masa es la cantidad de
materia que contiene un objeto (Ebbing et al.,
2010)

La materia es el material fisico del universo; es
cualquier cosa que tiene masa y ocupa espacio
(Brown, LeMay Jr, Bursten, & Burdge, 2004). A su
vez materia es el término general para los objetos
materiales a nuestro alrededor; se le puede definir
como cualquier cosa que ocupe espacio y pueda
ser percibida por los sentidos (Ebbing et al.,
2010)

El continuo es la materia consistente de moléculas
en constante movimiento y colision. Sin embargo,
en la aproximacion al continuo, se ignora la
existencia de la estructura molecular y se
considera una distribucién continua de materia.
Este punto de vista es valido si la longitud de la
trayectoria libre promedio A de la molécula es
mucho mas pequefia que la dimension de longitud
I menor considerada en el problema fisico. En
otras palabras, el nimero de Knudsen (definido
como /M) debera ser mucho mas pequefio que la
unidad, para que la hipotesis del continuo sea
valida (Tirado, Sen, & Indiana, 2009)

La conveccién de masa (o transferencia de masa
por conveccion) es el mecanismo de transferencia
de masa entre una superficie y un fluido en
movimiento en el que intervienen tanto la difusion
de masa como el movimiento de la masa de fluido.
El movimiento del fluido mejora también en forma
considerable la transferencia de masa, al quitar el
fluido con alta concentracion cercano a la
superficie y reemplazarlo por el de concentracion
mas baja que se encuentra mas alejado. De modo
que la razéon de la conveccion de masa puede
expresarse como:

Mgir = hpasa As (Cs —Co) (1.1

donde h,., es el coeficiente de transferencia de
masa, A, es el area superficial y C; — C,, €s una
diferencia apropiada de concentracion de uno a
otro lado de la capa limite de concentracion.

La primera ley de Fick de la difusién, propuesta
en 1855, afirma que la razén de difusion de una
especie quimica en el espacio de una mezcla
gaseosa (0 de una solucién liquida o sélida) es
proporcional al gradiente de concentracion de esa
especie en ese lugar. Aunque una concentraciéon
mas elevada para una especie significa mas
moléculas de ella por unidad de volumen, la
concentracion de una especie puede expresarse
de varias maneras. A continuacién, se describen
dos formas comunes. (Cengel & Ghajar, 2007)

En una base masica, la concentracidén se expresa
en términos de densidad (o concentracion de
masa), la cual es la masa por unidad de volumen.
Si se considera un volumen pequefio V. en un
lugar dentro de la mezcla, las densidades de las
componentes A y B ydelamezcla A+ B enese
lugar quedan dadas por

Py = o (1.2)
Va+B
_ _mp
PB = Vars (1.3)

donde V,,g = V,+ Vg = V, volumen total de la
mezcla, my, g = my + mg = m, masa total de la
mezcla, my y V,, es la masay el volumen del
componente A 'y mg y V,, eslamasay el
volumen del componente B, respectivamente; a
partir de las cuales se obtiene:

my mp mp+ mg m
Pat P Va+B * Va+n Va+n \

=p

resultando

pat pg=p (14)

Sus unidades en el sistema internacional son
(kg/m?3).

Por lo tanto, la densidad de una mezcla en un
lugar, esigual ala suma de las densidades de sus
constituyentes en ese lugar. La concentracion de
masa también puede expresarse en forma
adimensional en términos de la fraccién de masa.
Asi tenemos que la fraccion masica C;, de un
componente de la mezcla es el cociente entre la
masa del componente y la masa total de la
mezcla. Para una mezcla de A y B, componentes
tenemos:

Cp= —A (1.5)
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Cp= & (1.6)

mA+B

En una base molar, la concentracién se expresa
en términos de concentracion molar C; (o
densidad molar), la cual es la cantidad de materia,
en kmol, por unidad de volumen. Una vez mas, si
se considera un volumen pequefio V en un lugar
dentro de la mezcla, las concentraciones molares
de las una componentes A y B y de la mezcla
A + B en ese lugar quedan dadas por

C,= 22
Ca= o (1.7)
Cp= 2 (1.8)

donde M, y Mg, son las masas molares de las
componentes A y B respectivamente, C, + Cg =

C, es la concentracion molar total de la mezcla.
Ademas las masas molares de los componentes
se calculan de la siguiente manera:

Masa molar de la componente =
Masa de la componente (1 9)

Niumero de moles de la componente

Obteniéndose M, = =2, My = —2; donde 1, Y
na nB

Mg, son el numero de moles correspondientes a
las componentes A y B, respectivamente.

La velocidad promedio o media de la masa, U,
correspondiente a una mezcla de componentes
multiples se define en funcién de las densidades
y velocidades de la masa, de todas las
componentes, es decir:

3 = Timi. Vi _ Ximj. Y (1.10)

Zimj m

donde V; es la velocidad absoluta de la especie i
con relacion a un sistema de coordenadas de
referencia fijos (James, Charles, & Robert, 1994).
Para el caso de un sistema binario de las
componentes A y B, tenemos:

ﬁ_ mp. Va+mg. Vg _ mp. Va mg. Vg
mp + mp mp + mp mp +mp
Ca.Vs + Cp.Vg (1.11)

De una manera similar la velocidad molar media o

promedio, V, de una mezcla de componentes
multiples, se define en funcion de las
concentraciones y velocidades molares de todas
las componentes, es decir:

T ZG¥i _ LGV

V= 2 L (112)

Para el caso de un sistema binario de las
componentes A y B, tenemos:

o Ca.Va+Cp . VB Ca - Va .
V= Ca+Cg = C + C -

Xp.Va + Xg. Vg (1.13)

(James, Charles, & Robert, 1994; Vargas &
Almera, 2008)

La ecuacion de Fick de la rapidez de un flujo molar
para una mezcla binaria en un sistema isotérmica
e isobarica, establece lo siguiente: El flujo molar
es directamente proporcional al gradiente de
concentracion. Se expresa matematicamente:

s

. ) _ 0Xa
Flujo molar: ~ J = —C.Dyp . p.
(1.14)

Flujo masico: Ja, = —p.Dap - '3;—:
(1.15)

Donde:

Dag: es el coeficiente de difusion o difusividad
masica del componente A, a través del
componente B. La difusividad nos indica la
facilidad con que el componente A, se transfiere
en la mezcla. Si la difusividad tiene un valor
elevado, entonces hay mucha facilidad para el
transporte de masa. El coeficiente de difusién
depende de la presién, de la temperatura y de la
composicion del sistema. Como es de esperar, de
acuerdo con la movilidad de las moléculas, los
coeficientes de difusion presentan diferencias
significativas, dependiendo de la fase en que
tenga lugar este mecanismo de transporte. Asi,
tenemos que las difusividades de los gases
oscilan entre 0,5.107% y 1,0.1075%. Sus unidades
en el sistema internacional son (m?/s).

X,: fraccién molar del componente A .

Ca: fraccidn masica del componente A

Xa
0z

direccion z.
9Ca .
0z

la direccion z.

sk

J A, € €l flujo molar en la direccién de z, relativa

. es el gradiente de concentracion molar en la

es el gradiente de concentracion masica en

a la velocidad molar promedio; sus unidades en el
sistema internacional son (kmol/m?. s).

Jaz: €s el flujo masico enla direccion de z, relativa
a la velocidad masica promedio; sus unidades en
el sistema internacional son (kg/m?. s).

El signo negativo indica la direccion del flujo de la
concentracion decreciente, es decir, de mayor a
menor concentracion. (Anantharaman & Begum,
2005; Marciarelli, Stancich, & Stappani, 2012;
Vargas & Almera, 2008)
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Teniendo en cuenta que en un volumen de
control, la masa puede cruzar las fronteras y, por
consiguiente, se debe considerar la razéon de la
masa que entra y que sale del volumen de control
(Yunus & John, 2006), de esta manera en un VC
se puede enunciar la ley de la conservacion de la
masa de la siguiente forma: “La transferencia neta
de masa hacia o desde el volumen de control
durante un intervalo de tiempo At es igual al
cambio neto (incremento o disminucién) en la
masa total dentro del volumen de control durante
At”. Es decir

{Variacién neta de la masa}

dentro del VC durante At
{Masa total de la especie A}

que entra al VC durante el At
{Masa total de la especie A}
que sale del VC duarnte el At

En forma simbolica tenemos
Am = mp — mg (1.16)

donde:

Am: esla variaciéon de la masa dentro del volumen
de control

mg: esla masa que entra al volumen de control
mg: es la masa que sale del volumen de control
(Falconi, 2011; Yunus & John, 2006).

Teniendo en cuenta la velocidad del fluido que
entra y sale del VC, se puede enunciar la ley de la
conservacion de la masa para la componente A,
de la siguiente manera: La velocidad de
acumulacion de masa para la componente A
dentro del VC sera igual a la diferencia de la
velocidad de masade A queentraenel VC,yla
velocidad de masa de A que sale del volumen de
control.

de masa de A en el

VC durante el At
{Velocidad de masa} IVelocidad de masa}

{Velocidad de acumulacién}

de A que entra en de A que sale del
el VC durante el At VC durante el At

(1.17)

Para la conservacion de una componente
quimica A determinada, esta relacion debe incluir
un término que corresponda a la generacion o
desapariciéon de A por medio de una reaccién
quimica o biolégica que ocurra dentro del volumen
de control (Marciarelli, Stancich, & Stappani,
2012).

Velocidad de
acumulacion de
masa de Aenel

VC durante el At
Velocidad de

masa de A que

Velocidad de
masa deAque(
entraenel VC

durante el At
Velocidad de generaciéon

o desaparicion de la

sale del VC masa de A en el
durante el At VC durante el At
(1.18)

Por otro lado un fluido fluye hacia dentro
o hacia fuera de un VC por tubos o ductos. El
gasto diferencial de masa de fluido dn; que fluye
a través de un pequefio elemento de area, dA.
(seccidn transversal), en una seccién transversal
de tubo es proporcional al propio dA., a la
densidad p; del fluido y a la componente de la
velocidad del flujo normal a dA, la cual lo hemos
denotado como V;, y se expresa como:
dn; = py. V;.dA, (1.19)
(Cengel & Ghajar, 2007)

Llegandose a obtener el modelo matematico
deseado para obtener la concentracion de
cualquier contaminante emitido al aire

aCp dCp dCa 0Cp (ach
— 4+ v, —+v, —+v,— — D —=
at+"ax+yay+zaz a8 \ G T
0% Cp ach) -0

ay? 022 )

(1.20)

(Boluda, 2000; Reynolds, Roth, & Seinfeld, 1973).

MATERIALES Y METODO

El area en que se enmarca esta investigacion es
la contaminacion atmosférica la cual es impartida
dentro del campo cientifico y en ello se
desenvuelve.

En lo que concierne a la metodologia que se ha
seguido en esta investigacion es la descriptiva,
puesto que, primeramente damos a conocer en
forma detallada algunas teorias basicas de la
estructura de la materia y su composicion, luego
explicamos las unidades unitarias que participan
en una mezcla, para seguidamente describir las
leyes que conducen en la descripcién de la
dispersion de los contaminante en el aire con lo
cual nos conduciran a la deduccion del modelo
matematico propuesto.

Para poder cumplir con la metodologia planteada
trataremos de revisar el material bibliografico
existente que nos permitira entender el
comportamiento de la materia en una mezcla,
para asi poder determinar las variables que
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participan en la deduccion del modelo

matematico.

En lo que alos materiales respecta se ha utilizado

toda la informacién bibliografica adecuada en
relacion a los temas que involucran a esta
investigacion y los accesorios correspondientes
que permitiran arribar al producto final de esta
investigacion.

RESULTADOS

Los resultados a lo que se ha arribado en esta
investigacién son los siguientes:

» Se ha descrito las teorias basicas que nos
permiten entender a la materia dentro de una
mezcla; en este caso un contaminante como el
soluto y el aire como el solvente.

» Se ha determinado los procesos que se
producen dentro de una mezcla, los cuales son de
importancia para la deduccion del modelo
matematico.

» Se ha determinado las leyes de la
dispersion de los contaminantes, los cuales son la
base para la deduccion del modelo matematico.
» Se ha llegado a deducir el modelo
matematico  planteado en la  presente
investigacién, con el cual se podra medir la
concentracion de cualquier contaminante emitido
al aire.

DISCUSION

Existen muchos modelos matematicos en la
literatura; pero la persona que no conoce qué
significa cada variable que participa en él, no
podra hacer uso de dichos modelos.

El modelo matematico que proponemos ha sido
deducido paso a paso con el fin de que sea
entendible  por cualquier persona, que
minimamente  tenga  conocimientos  de
matematicas y de contaminacion del aire.

Creemos sin lugar a equivocarnos que el presente
modelo matematico deducido sera utilizado por
cualquier cientifico que esté involucrado en estos
menesteres de la contaminacion del aire, y podra
compararlo con otros modelos similares vy
tendremos una mayor aproximacion de la
concentracion del contaminante medido.

Los modelos matematicos en la actualidad siempre
seran de una gran importancia, si se saben aplicar
correctamente, para ello tenemos que entender bien
las variables que participan en él.

CONCLUSIONES

En esta investigacion hemos arribado a las siguientes
conclusiones:

» El modelo matematico que hemos deducido,
permitird obtener la concentracién de cualquier
contaminante emitido al aire.

»  Con este modelo matematico deducido se evitara
comprar equipos que cuestan muy caro, con los
cuales permiten medir las concentraciones de los
contaminantes emitidos al aire.

»  Con este modelo matematico se podra predecir a
futuro la concentracion de un cierto contaminante
emitido al aire.

» [Es una primera version de este modelo
matematico el cual se podra en el futuro seguir
perfeccionando para una mejor aproximacion.
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